DEFORMATIONS DES EXTENSIONS LARGES DE FAISCEAUX 
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1. Introduction 

Solent X une variete algebrlque projective llsse Irreductlble sur C, de dimension d > et 
un fibre en droltes tres ample sur X. Si est un falsceau coherent sur X tel que rg{J^) > 0, 
on pose 

ci(^).Ox(i: 



II est blen connu que les faisceaux semi-stables relativement a Ox{^)-, de rang et de classes de 
Chern donnes sur X admettent une variete de modules grossiers, qui est dans certains cas une 
variete de modules fins (cf. |Q, D'autres ensembles de classes d'isomorphisme 

de faisceaux coherents sur X peuvent aussi avoir une variete de modules fins (cf. P). Les cas 
traites dans |^ concernent des faisceaux qui ne sont pas loin d'etre semi-stables (par exemple les 
faisceaux prioritaires sur P2 definis dans [l^). On s'interesse ici a des faisceaux tres instables: 
on va etudier des fibres vectoriels E possedant un sous-faisceau T tel que fi(T) ^ f^{E). On 
s'interesse aux deformations de tels fibres. 

Rappelons qu'un faisceau coherent T sur X possede une deformation semi-universelle Q, qui 
est un faisceau analytique sur S x X, {S, Sq) etant un germe de variete analytique, tel que 
Qso — r. De plus, I'espace tangent Ts^S est canoniquement isomorphe a Ext^(r,r) (cf. 
47|). Le germe (5, Sq) s'appelle la base de la deformation semi-universelle de F. Dans cet 
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article on dira que T est lisse si S est lisse en sq- On dit que T est 2-lisse si le morphisme trace 
Ext^(r,r) H'^{Ox) est injectif (cf. |2.3| ). Un faisceau 2-lisse est lisse. 



1.1. Fibres instables de rang 2 sur 

Les fibres vectoriels instables de rang 2 sur P2 ou P3 ont deja ete etudies. Soit n > 2 un entier. 
Pour etudier les fibres vectoriels algebriques de rang 2 sur P„ on utilise la construction de Serre 
qui etablit un lien entre ces fibres et les sous-varietes localement intersections completes de 
codimension 2 de P„ (cf. |3^, chap. I, §5, |2^, 0, [|16|). Soit E un fibre vectoriel algebrique 



de rang 2 et de classes de Cliern ci = ou 1, C2 sur P„. Soit d le plus grand entier S tel que 
h'^{E{—6)) > 0. Alors E est non semi-stable si et seulement si d > 0. Si c'est le cas on dit que 
d est le degre d'instabilite de E. On a une suite exacte 

(*) — > 0{d) — >E — > Iz{ci -d) — > 

Z etant une sous-variete fermee localement intersection complete de codimension 2 de P,i, Xz 
designant son faisceau d'ideaux. 

Le cas a de P2 ete traite par S.A. Str0mme dans {Z est alors un sous-schema de dimension 0, 
de longueur m = C2 + d{d — ci)). La construction de Serre permet de construire une "variete de 
modules" pour de tels fibres : c'est la variete M{d, ci, C2) des paires {Z, a) avec Z G Hilb"'(P2), 
a parcourant I'ouvert de P(Ext^(Xz(ci — d), 0{d))) correspondant aux extensions (*) telles que 
E soit localement libre. Str0mme montre que les deformations d'un fibre de rang 2 de degre 
d'instabilite d generique sont aussi des fibres de degre d'instabilite d. Cependant on a 

dim{Ext\E,E)) > dim(M(rf, Ci, C2)), 

ce qui signifie que la base d'une deformation universelle de E n'est pas reduite. En particulier, 
M{d, ci, C2) ne pent pas etre une variete de modules fins. 



Le cas de P3 a ete traite par C. Banica dans (voir aussi |T^, § 1). La construction de Serre 
permet aussi dans ce cas de construire une sorte de variete de modules pour les fibres de degre 
d'instabilite donne. 



1.2. Extensions larges 

Si T est un faisceau pur sur X, on note 

On dit que T est parfait si Sxf^iT, Ox) = pour q > codim(T) (cf. |2^ ). 

Soit F un faisceau coherent non nul sur X. On dit que F est regulier si F est sans torsion, F** 
simple, F** 2-lisse, et si F**/F est nul ou parfait de codimension 2 (cf. |^). 

Soient F un faisceau localement libre, F un faisceau regulier sur X, T = F**/F. On considere 
une extension 

— >T — >S — >F — >0. 
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On en deduit un morphisme : F* — > Sxt^{F, Ox) — T. II est aise de voir que £ est localement 
libre si et seulement si (f) est surjectif. Supposons que ce soit le cas et que G — ker(0) soit 
regulier. On obtient alors deux extensions 

(L) — >G* — >£ — >F — >0, 



G 



O. 



(L*) — ^F* — 
On dit que (L) (ou £) est une extension large si on a : 

E-x.i\F*\G*) = {0} si i > 1, 

Ext*(F,G'*) = Ext^(G',F*) = {0} si i > 2, 

Ext'{G*,F**) = {0} si i<dim{X). 

Remarquons que ces conditions impliqucnt que T est non trivial et qu'on a des isomorphismes 
canoniques 

Ext^(F, G*) ~ Hom(G'**, f ), Ext^(G, F*) ~ Hom(F**, T). 

Le morphisme G** — > T correspondant a (L) n'est autre que 0, et le morphisme F** — > T 
correspondant a {L') est le morphisme quotient. 

Les fibres instables de rang 2 sur P2 sont des extensions larges, ainsi que certains fibres instables 
de rang 2 sur P3. 

Le but de cet article est de commencer I'etude des extensions larges, et plus particulicrcment 
des espaces Ext\£,£). On verra que Ext^(i£', £) posscdc des filtrations canoniques induites par 
(L) et (I/*), et on etudiera les interactions entre ces filtrations. 



1.3. Etude de Ext^(^,^) 

Si on utilise la suite exacte (L) on obtient le diagramme commutatif avec lignes et colonnes 



exactes : 







-Ext^(F,G'*)/Cp 







M 







-^Ext^(G'*,G'*) 



Ext\£,£) 



K 



Ext^(F,F) 



ExX\£,F) 
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avec M = Ext^(£^, G*), N^, = Ext^{F,S), K etant un sous-espace vectoriel de Ext^(G*,£^), 
^2(p) designant le noyau de la multiplication par p 

Ext^(G*, F) — > Ext2(F, F). 

On obtient de meme en utilisant (L*) le diagramme commutatif avec lignes et colonnes exactes : 





-Ext^(G,F*)/C7r 



Ext ^(G',G') 



Ext^(^,£) 



Exti(^*,G') 



Ext^(F*,F*) 



A2{'n) 





avec = Ext^{S*,F*), N = Ext^{G,£*), etant un sous-espace vectoriel de Ext^(F*, 
A2{'k) designant le noyau de la multiplication par vr 

Ext^(F*,G) — ^ Ext2(G',G'). 

Remarquons qu'on a M C iV et C iV*. Les deux filtrations C M C iV C Ext^(£^,£^), 
C C C Ext^(£^,£^) et leur interaction sont utilisees dans ^ pour etudier Ext^(£^,£^). 
On montre dans que le sous-espace vectoriel 

T = {NnN,) + M + M, = {N + M,) n {N, + M) 

de Ext^(£^,£^) est le tangent a Vespace des extensions, c'est-a-dire qu'il correspond aux 
deformations de £ obtenues en deformant F**, G**, T, n et p. 

Si X est une surface on a toujours T ^ Ext^(£^, £), mais si dim(X) > 2 on pent avoir I'egalite 
(cf. B ILD. 

La double definition de £, au moyen des suites exactes (L) et (L*), produit deux definitions 
de certains morphismes canoniques, et il n'est pas evident que ces deux definitions coincident 
(c'est meme parfois faux). Par exemple on definit dans |^ deux morphismes canoniques 

eo,eo:End(T)^Exti(^,^) 

et on montre (proposition [7.1 .11 ) que = ^o- meme on a deux morphismes canoniques 

e2,e2*:Exti(^,^)— ^Ext2(r,T) 

mais ici on a ^2 = — ^ (cf. proposition |7.2.2| ). 

On decrit et on etudie en plusieurs sous-espaces vectoriels canoniques de Ext^(£^,£^) : 



- Le sous-espace vectoriel Q correspondant aux deformations de £ obtenues en deformant 
G**, Tc et p, et le sous-espace vectoriel analogue Q=k correspondant aux deformations de £ 
obtenues en deformant F**, ir et p. 
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- Le sous-espace vectoriel Q + M* = Q^, + M = M + correspondant aux deformations 
de £ obtenues en deformant F**, G**, tt et p. 

- Le sous-espace vectoriel correspondant aux deformations de £ obtenues en deformant T, 
TT et p. On montre que c'est fl A^*. 



1.4. VARIETES DE MODULES D'EXTENSIONS LARGES 

Soient X , Z des ensembles ouverts de faisceaux colierents sur X, admettant des varietes de 
modules fins M, N, Z respectivement (cf. p.6|) , les faisceaux de Z etant parfaits de codimension 
2. On suppose que les extensions non triviales de type (L), avec F** dans Af, G** dans 3^, T 
dans Z et £ localement libre, sont des extensions larges. Soit Larg(A', y, Z) I'ensemble des 
classes d'isomorphisme des fibres £ obtenus. On pent construire sous certaines hypotheses une 
variete de modules Wl{X, y, Z) pour les extensions larges de Larg(A', y, Z). On obtient meme 
un fibre universel sur 'M.{X ^y ^ Z) x X (defini localement, cf. p.6| ). Pour obtenir ces resultats 
on munit Larg(A:', 3^, Z) d'une structure de variete algebrique integre naturelle. Au point q de 
M(A', 3^, Z) correspondant a I'extension large £, le morphisme de deformation infinitesimale de 
Kodair a- Spencer 



,:Tm{X,y,Z),-^Y.^t\£,£) 



(cf. p.2.6|) est injectif et son image est le sous-espace vectoriel T defini precedemment. 



On definit en |8]^ les families pures d'extensions larges du type precedent (cette definition est 
une generalisation de celle de [0), et la variete M.{X,y,Z) represente le foncteur F de la 
categorie des varietes algebriques complexes dans celle des ensembles defini par 

F{S) = |familles pures de fibres de Larg(A:', 3^, Z) parametrees par S 

ovL ~ est la relation dequivalence suivante : deux families pures d'extensions larges JFg, jFi 
parametrees par 5* sont equivalentes si et seulement si il existe un recouvrement ouvert (f/i)ig/ 
de 5* et tel que pour tout i E I on ait J-'i\Uixx — ^o\Uixx- 

Si X est une surface M.{X, y, Z) n'est pas une variete de modules fins (c'est-a-dire que les 
fibres universels locaux ne sont pas des deformations completes). Dans ce cas on a en effet 
T 7^ Ext^{£,£). Cette inegalite pent avoir plusieurs causes (cf. pTS]) . 

Si dim(X) > 2, M.{X, y, Z) est une variete de modules fins si les conditions suivantes sont 
realisees : pour tons faisceaux F de A", G de 3^, T de Z on a 

Ext^(F,T) = Ext*(G,f) = {0} sii>l, 

H\¥^T) = H\G(g)f) = {0}. 

Dans ce cas on a en effet T = Ext^(^,^). On obtient ainsi de nouvelles varietes de modules 
fins constituees de fibres vectoriels non simples (cf. p). Par exemple supposons que X = P3. 
Soit n > 4 un entier. On prend pour Z la grassmannienne des droites de P3 {Z est constitue des 
faisceaux structuraux de ces droites), M la variete de modules des fibres de correlation nuUe 
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{X est constitue des E{n), E etant un fibre de correlation nulle) et pour N la variete reduite 
a un point correspondant au fibre Op,^. On obtient des extensions larges du type 

— > E{n) — ^8 — ^ — ^ 0, 

oil E est un fibre de correlation nulle, C une droite de P3 et son faisceau d'ideaux. Le fibre 
8 est de rang 3 et de classes de Chern 2n, + 2, 2n + 2. Dans ce cas la variete M(A', y, Z) 
est lisse et c'est une variete de modules fins. On a 

dim(M(A',3^,Z)) = dim(Ext^(^,^)) = 2n + 14, 
dim(End(^)) = + + + dim(Ext'(£, 8)) = 2n + 14. 



1.5. Extensions larges sur les surfaces 

Supposons que X soit une surface. Si on considere une extension large (L), on a toujours 
T ^ Ext^(^,£). 

Dans le cas des fibres instables de rang 2 sur P2 cela est dii au fait que la base d'une deformation 
semi-universelle de 8 n'est pas reduite. Dans ce cas T est I'espace tangent au point correspon- 
dant a £" de la variete de modules des fibres instables correspondante. Mais c'est un espace de 
modules grossier uniquement pour les families pures de fibres instables. 

Dans le cas general, on a une situation analogue a la precedente dans le cas oil fJ.{G*) S> /^(-F). 
On suppose que le groupe de Picard de X est isomorphe a Z, de generateur ample 
Pour i = 0,1 soit Mj une variete de modules des faisceaux semi-stables non vide sur X. On 
s'interesse a des extensions larges du type 

— y G*{d) — >8 — >F — . 

oil G* (resp. F) est un faisceau semi-stable de Mq (resp. de Mi). II existe toujours de telles 
extensions larges si ^ 0. On demontre en p.3| le 



Theoreme : Si d':^ les deformations de 8 sont des extensions larges du meme type. 



II en decoule que si d^ 0, et si (S', Sq) est la base d'une deformation semi-universelle de 8, 
alors T est I'espace tangent en sq a la sous-variete reduite induite de S. 



On donne cependant en S.3.3 des exemple d'extensions larges (L) sur P2, oil £^ est instable mais 
prioritaire (c'est-a-dire que Ext^(£^, £^(— 1)) = {0}, cf. [|19|)) done 2-lisse, et se deforme en fibres 
stables. 



On calcule en |9]^ le produit canonique 

E^i\8,8) X Ext^(£,£) — > Ext^(£,£). 

On pent en deduire des informations sur le module formel (cf. p.4|) A de 8. On pent sous 
certaines hypotheses obtenir une description complete de A/m\ (prop. |9.2.3|) comme dans |^ 
pour les fibres instables de rang 2 sur P2. 
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1.6. Extensions larges sur les varietes de dimension superieure a 2 

On suppose que dim(X) > 2. Contrairement a ce qui se passe sur les surfaces il se peut que 
les faisceaux reguliers ne se deforment pas en faisceaux localement libres. Soit F un faisceau 
regulier sur X et T = F** / F. On montre dans p.4| que si 

Exti(F**,T) = Ext2(F**,T) = Hom(F**,f) = {0} 

toutes les deformations de F s'obtiennent en deformant F**, T et le morphisme surjectif 
F** T. De plus F est lisse, mais pas 2-lisse en general. 

Soit maintenant une extension large (L) telle que 

Ext^(F**,r) = Ext2(F**,r) = Hom(F**,r) = {0}, 

Ext^(G**,f) = Ext2(G**,f) = Hom(G**,r) = {0}. 

On montre dans que les deformations de £ sont encore des extensions larges du meme 
type, c'est-a-dire s'obtiennent en deformant F**, G**, T et les morphismes surjectifs F** T, 
G** —>■ T. Si T est lisse alors on montre que S Test aussi. 



1.7. Questions 

Les extensions larges sur les varietes de dimension superieure a 2 sont relativement simples a 
etudier, on trouve de nombreux cas oii les fibres obtenus sont lisses et oii leurs deformations 
sont des extensions larges du meme type. II faut bien entendu faire des hypotheses sur les 
constituants de ces extensions larges, en particulier sur les faisceaux parfaits de codimension 2. 
Mais cela est inevitable. 

Le situation est beaucoup plus compliquee sur les surfaces. Considerons I'extension large (L) 
sur une surface. On determine au chapitre 9 le produit canonique 

Ho ■■ Ext\S,S) X Ext\S,S) — y Ext'^{S,S) 

et le lieu a G Ext^(£^,£^) tels que jJo{a,a) = est une reunion finie de sous-espaces vecto- 
riels contenant T. Rappelons qu'on a fiQ{a,a) = si et seulement si la deformation in- 
finitesimale double de S definie par a s'etend en une deformation triple (cf. |3.3|) . On peut 
aussi etudier les deformations n-tuples de S. Ce sont par definition les fibres vectoriels 
sur X X Spec(C[t]/(t"')) dont la restriction a X x {*} (* designant le point ferme de 
Spec(C[t]/(t"))) est isomorphe a S. 



Question : Quel est le lieu Vn des a G Ext tels que la deformation infinitesimale double 

de £ definie par a s'etende en une deformation n-tuple ? 



Les deformations n-tuples de £ correspondent aux extensions multiples d'ordre n de £. Ce sont 
des fibres vectoriels sur X munis d'une filtration 

= J'o C J^i C • ■ ■ C = 
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telle que TijTi-x ^ E pour 1 < z < n, et possedant des proprietes supplementaires. Le cas le 
plus simple est celui des deformations triples. Soit o G Ext^(£^,£^) tel que /io(cr, cr) = 0. Soit 







E 







I'extension correspondante. Une deformation triple de £ etendant la deformation double corre- 
spondant a cr correspond a un fibre vectoriel T s'inserant dans un diagramme commutatif avec 
lignes et colonnes exactes 




oil la suite exacte horizontale du haut et la suite exacte verticale de droite sont identiques 
a (*). Soient a I'element de Yj-xi^ [£ , £„) correspondant a la suite exacte verticale du milieu 
et [3 I'element de Yixt^ [£„,£) correspondant a la suite exacte horizontale du milieu. Alors la 
deformation triple de £ correspondant a JF s'etend en une deformation quadruple si et seulement 
si le produit de a et /3 dans Ext^(£^, £) est nul. On pent done ramener le probleme de I'extension 
des deformations triples en extensions quadruples a I'etude des espaces vectoriels Ext^(£^, 
Ext^(£o-,£^) et du produit 

Ext^(^,f^) X Ext^(f^,^) — > Ext2(^,f). 
Dans le cas oii les hypotheses du theoreme 1.5 sont verifiees on pent s'attendre a ce que 

(^n>2Vn = T. 



Question : Quel est le plus petit entier n tel que Vn = Vn+p pour p > ? 



1.8. Plan des chapitres suivants 
Chapitre 2 

Le chapitre 2 est consacre a des rappels de notations et de notions utilisees dans cet article. 
On donne en la definition et quelques proprietes du morphisme trace. 



On rappelle en ^]4| la construction des Ext de faisceaux coherents au moyen de resolutions 
localement libres, qui est utilisee au chapitre 7. 



On donne ^]5| la definition et les proprietes du polygene de Harder-Narasimhan d'un faisceau 
coherent sur une surface et au El6| celles des varietes de modules fins de faisceaux coherents. 



DEFORMATIONS DES EXTENSIONS LARGES DE FAISCEAUX 



9 



Au |2?^ on definit les faisceaux parfaits, apres quelques rappels sur les faisceaux purs et reflexifs. 



On donne en |2.8| la definition des fibres exceptionnels et de la fonction d'existence des fibres 
stables sur P2- Ces resultats sont utilises en 6.3.3 pour produire des exemples d'extensions 
larges se deformant en fibres stables. 



En on etudie des quotients algebriques par un groupe reductif qui seront utilises en | 
construire les varietes de modules d'extensions larges sur les surfaces. 



pour 



Au p.lO| on donne un resultat sur les fonctions reelles concaves qu'on utilise pour prouver le 
theoreme enonce en |1.5| . 



Chapitre 3 

Le chapitre 3 est consacre aux deformations des faisceaux coherents sur une variete algebrique 
projective lisse. On rappelle en particulier ce que sont une deformation semi-universelle et 
le module formel d'un faisceau coherent, ainsi le morphisme de deformation infinitesimale 
de Kodaira- Spencer d'une famille de faisceaux. On termine le chapitre par une etude des 
deformations d'une extension de faisceaux coherents. 



Chapitre 4 

Le chapitre 4 est une etude detaillee des extensions de faisceaux coherents. Je pense que 
certains resultats (comme ceux sur les morphismes d'extensions ou les extensions duales) sont 
bien connus, mais j'ai inclus les enonces precis et les demonstrations faute d'avoir trouve une 
reference. Les resultats de sont utilises en |5.2| dans I'etude des deformations des faisceaux 
reguhers. 



Chapitre 5 

Le chapitre 5 est consacre a I'etude des faisceaux reguliers. On etudie leurs deformations en 
|0| : si F est un faisceau regulier et T = F**/F, on determine le sous-espace vectoriel de 
Ext^(-F, F) correspondant aux deformations obtenues en deformant F**, T et le morphisme 
surjectif F** T. 



En ^]3| on etudie les faisceaux reguliers sur une surface et on construit dans certains cas des 
varietes de modules de tels faisceaux. 



En |5.4] on etudie les faisceaux reguliers sur une variete de dimension superieure a 2. On 



donne des conditions suffisantes pour que si F est un faisceau regulier et T = F**/F, les seules 
deformations de F s'obtiennent en deformant F**, T et le morphisme surjectif F** T. Ces 
conditions impliquent aussi la lissite de F. Pour cela il faut partir de bons faisceaux parfaits T 
(ils doivent etre lisses). Sur P3 on pent obtenir de tels faisceaux en partant d'ouverts lisses de 
schemas de Hilbert de courbes lisses (il en existe beaucoup meme si d'apres les schemas de 
Hilbert de courbes ne sont pas en general reduits). On considere ensuite la jacobienne relative 
au dessus de ces ouverts, qui est une sorte de variete de modules de faisceaux parfaits. En 
general cependant les deformations de F porteront la trace des pathologies des deformations 
de T. 



Chapitre 6 
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Dans le chapitre 6 on definit les extensions larges, et plusieurs exemples en sont donnes en |6.3[ 
On donne en |6]^ une description des extensions larges utilisant des resolutions localement libres 
de faisceaux qui est utilisee dans le chapitre 7. 



Chapitre 7 

Le chapitre 7 est consacre a I'etude de Ext^(£^,£^), oil £ est une extension large correspondant 
a(^). 

Dans ^]T] on deduit de (L) un morphisme canonique '■ End(T) — >■ Ext^(£^,£^) et on mon- 
tre qu'il est egal au morphisme analogue provenant de (L*) (compte tenu de I'identifi- 
cation End(T) = End(T)). De meme dans on deduit de (L) un morphisme canoni- 
que on montre que le morphisme analogue 
^2* : Ext\£*,£*) Ext2(f ,f) deduit de (L*) est egal a -6. 

Dans et |7[^ on considere d'autres diagrammes canoniques, certains commutatifs, et d'autres 
anticommutatifs. La plupart des demonstrations sont omises, elles sont analogues a celles de 

fOetrr: 



Les diagrammes commutatifs evoques en lL3 sont construits en [7.3|. On les utilise, ansi que 



certains resultats des sections precedentes pour etudier dans |7|^ des sous-espaces vectoriels 
canoniques de Ext^(£^, £), comme ceux evoques a la fin de |L^. 

On etudie en ^]6| le sous-espace vectoriel T de Ext^ {£,£). On montre en particuher que si 
dim(X) > 2 on pent obtenir T = Ext^{£,£) faisant des hypotheses convenables. 

On determine en ^|8| les produits canoniques 

fiG ■■ End{£) X Ext\£,£) — > Ext\£,£), ■ Exi^{£,£) x End(^) — > Exi^{£,£). 

En particulier il en decoule que Aut(£^) agit trivialement sur T. 



Chapitre 8 

Le chapitre 8 est consacre la constrution des varietes de modules d'extensions larges. 



On definit en |8]^ les families pures d'extensions larges. Les varietes de modules d'extensions 



larges sont en fait des espaces de modules grossiers pour les families pures d'extensions larges. 



On montre en ^]3| qu'il existe des fibres universels definis localement pour les varietes de modules 
d'extensions larges. Quand dim(X) > 2 il pent meme se produire que ces dernieres soient des 
varietes de modules fins. On en donne deux exemples en |8.4| sur P3. 



Chapitre 9 

Le chapitre 9 est consacre aux extensions larges sur les surfaces. 



On determine en ^]2| le produit canonique 

Exi^{£,£) X Exi^{£,£) — > Exi^{£,£). 



Le theoreme enonce en 1.5 est demontre en W- 
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2. Preliminaires 

2.1. Notations 

2.1.1. Produits dans les Ext. Soient E, F, G des faisceaux coherents sur une variete algebrique. 
Soient p, q des entiers, u G Ext^(_E', F), v E Ext'^(F, G). On notera 

: Ext'?(F, G) — > Ext^'+5(E, G), : Ext^(E, F) — > Exe+''{E, G) 

les multiplications par u, v respectivement. Si aucune confusion n'est a craindre on notera 

/ _ ]p,q ^ — ^p,q 



2.1.2. Invariants logarithmiques. Soient X une variete algebrique projective lisse et irreductible 
de dimension n > 0, un fibre en droites tres ample sur X. Soit E un faisceau coherent 

sur X, tel que rg{E) > 0. Le nombre rationnel 

f^oiE) = M|l eA\X)(E)Q 
rg[E) 

s'appelle la pente de E (relativement a OxiX)), et 

A(E) = i(c2-^ci(E)2) (^A\X)®Q 
r 2r 

est le discriminant de E. Plus generalement on definit formellement les invariants logarith- 
miques Ai{E) e A\E) ®Q de E par 

logichiE)) = log(r) + J2 (-1)'+'A.(^) 

l<i<n 

ch{E) designant le caractere de Chern de E (cf. H). On a Ai{E) = fi{E), A2{E) = A{E), et 

ME) = -(^ + Ci(i?)c,(E)(i-i) + c,(Ef(-L-l + i)). 

r 2 r 2 ir^ 2r o 

Ces invariants ont les proprietes suivantes : 



(i) Si L est un fibre en droites sur X, on a Ai{E) = si z > 2. 

(ii) Si E, F sont des faisceaux coherents de rang positif sur X, on a Ai{E®F) = Ai{E)+Ai{F) 
pour 1 < i < n. 

(iii) Si E est un faisceau localement libre non nul sur X, on a Ai{E*) = {—iyAi{E) pour 
1 < i < n. 

Pour tons faisceaux coherents E, F sur X on note 

X{E,F) = ^ (-l)Mim(Ext*(i?,F)). 

0<j<n 

II existe un polynome Px a n indeterminees tel que pour tout faisceau coherent E de rang 
positif sur X on ait 

X{E) = rg{E)Px{A^{E),... ,An{E))- 
Si et F sont des faisceaux coherents de rang positif sur X on a 

X{E,F) = rg{E)rg{F)Px{A,{F)-A^{E),...,An{F)-An{E)). 
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2.1.3. Theoreme de Riemann-Roch sur les surfaces. On suppose que dim{X) — 2. On a alors 

Px{ai,a2) = 2 \-x{Ox)-a2- 

ujx designant le fibre canonique sur X. Si E, F sont des faisceaux coherents sur X tels que 
rg{E) > et rg{F) > 0, on a done 

Si E et F ne sont plus necessairement de rang positif, on a 

X{E,F) = -Ci{E)c,{F)-rg{E)c2{F)-rg{F)c2iE) + rg{E)rgiF)x{Ox) 

+^{rg{F).uJxCi{E) - rg{E).uxCi{F) + rg{E)c^{Ff + rg{F)c^{Ef). 



2.1.4. Theoreme de Riemann-Roch sur On a 

Pp3(q;i,q;2,q;3) = a^-aia2-2a2^ . 

Si E un faisceau coherent sur P3 dc rang r > 0. on a done 

avec Aj = ^i{E) pour i — 1,2, 3. 



2.2. DiAGRAMMES 3x3 

On appelle diagramme 3x3 (dans une categorie abelienne) un diagramme commutatif avec lignes 
et colonnes exactes du type 



" " " 
>M >C ^0 



^E ^F ^0 

^0 



Y y 
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Ce diagramme est isomorphe au diagramme 





Mr\N 



M M/(M n N) 



N 



E 



E/N ^0 



^ N/{M n N) ^ E/M ^ E/{M + N) ^ 







2.3. MORPHISME TRACE 

Soit £ un faisceau coherent sur une variete algebrique projective lisse connexe X de dimension 
n. Pour tout entier i on note 

le morphisme trace , ou tr^ et meme tr s'il n'y a pas d'ambiguite. On note 
M\£) = ker{tri{£)). 

Pour tous entiers p,q < 0, on note 

^ipg : ExtP{£,£) X Ext^(^,^) — > ExtP+'^{£,£) 

ipq : ExtP{£,£) X Ext'i{£,£) — > Ext«(£,£) x ExtP{£,£) 
les applications canoniques. Rappelons qu'on a 

Plus generalement, si T est un autre faisceau coherent sur X, le diagramme canonique suivant 

Extf (£:, T) X Ext«(.F, £) > Extf+«(£:, £) 

• r 

Extp+'?(j^, j^) "'"'"''^^ > 

est commutatif si pq est pair et anticommutatif si pq est impair. 
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2.3.1. Definition : Soit E un faisceau coherent sur X. On dit que E est 2-lisse si le morphisme 
trace 

Ext\E,E) — > H\Ox) 
est injectif. C'est alors un isomorphisme si £ est sans torsion. 



2.3.2. Proposition : Soient x G X et le faisceau gratte-ciel sur X concentre en x et de 
fibre C en x. Alors compte tenu des isomorphismes canoniques donnes par la dualite de Serre 

la transposee de tr"' : Ext"(Cx-,C^) H^{Ox) est devaluation H^{ujx) — >■ (^x,x- 
Demonstration. Cela decoule des definitions de la trace et de la dualite de Serre (cf. [^,1.4). □ 



2.4. Construction des Ext de faisceaux coherents 

Soient E, F des faisceaux coherents sur une variete projective X. On suppose donnes des 
faisceaux coherents Fi, i eN sur X et une resolution de F 

...F^A^Fi^Fo^F — 
Alors on en deduit pour tout n G N une application 

Hom(Im(/„),E) Ext"(F,^) 

qui est surjective si on a Ext''"*(Fj, E) = {0} pour < i < n. Si Ext"~^~*(Fi, E) = {0} pour 

< i < n — 1, le noyau de cette application est constitue de Timage de Hom(F„_i, i?) dans 
Hom(Im(/„), E). Dans ce cas Ext"(F, E) s'identifie a I'espace vectoriel quotient de I'espace des 
morphismes Fn ^ E s'annulant sur Im(/„+i) par I'espace de ceux qui se factorisent par 

On pent choisir une resolution de F qui est finie, localement libre, et telle que les proprietes 
precedentes soient verifiees (pour tout n). Plus generalement, en choisissant une resolution 
localement libre adequate de E 

... ^2 *- El s- Eq ^ E *- 

on pent representer les elements de Ext"(F, E) par des morphismes de complexes de degre —n 
de la resolution de F vers celle de E, c'est-a-dire par des suites (0i)i>o de morphismes, avec 

01 : Fi+n — Ei, telles que pour tout i > on ait 

(f)ifi+n+l + (-l)"ei+i</)i+i = 0, 
c'est-a-dire que le diagramme suivant est commutatif ou anticommutatif suivant la parite de n 

Ei+1 ^ Ei 



fi+n + l „ 

^ i+n+1 ^ ^ i+n 
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2.5. POLYGONE DE HARDER-NARASIMHAN 

Soient X une surface algebrique projective irreductible et lisse, et un fibre en droites tres 

ample sur X. Soit E un faisceau coherent sans torsion sur X. Alors E possede une filtration 
de Harder- Narasimhan 

= EqC EiC ■■■ C En = E 
telle que pour I < i < n, Ei/Ei^i soit semi-stable, que 

fi{E,/Ei^i) > fi{Ei+i/Ei) 

(si z > 1), et qu'en cas d'egalite 

xjE^/E^-i) x(^^+i/^.) 
rg{Ei/E,.i) rg{E,+,/Ei)- 

Cette filtration est unique et E est semi-stable si et seulement si n = 1. On dit que n est la 
longueur de E. 

On considere le polygone convexe dans de sommets O, Qi = {rg{Ei), ci{Ei).Ox{i)), ■ ■ ■ , 
Qn = {rg{Er,),c^{Er,).Ox{l)). 




Q4 



I 



Figure 1 - Polygone de Harder-Narasimhan d'un faisceau de longueur 4 

On I'appelle le polygone de Harder-Narasimhan de E et on le note P{E). Cette definition est 
legerement differente de celle de et s'inspire de celle de polygones de Harder-Narasimhan 
des fibres vectoriels sur les courbes (cf. p7[]). 

Soient r = rg{E), ci = ci{E).Ox{i)- Soit V{r,ci) I'ensemble des polygones convexes de 
sommets O, {xi,yi), . . . , {xp, i/p) = (r, ci) a coordonnees entieres et tels que < Xi < • • ■ < Xp. 
Si P G V{r, Ci) on notera aussi P la fonction [0, r] — M associee. Si P, P' G P(r, Ci) on ecrira 
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P < P' lorsque Tinegalite est verifiee par les fonctions associees, et de meme pour les autres 
types d'inegalites. 



2.5.1. Proposition : Soient P G V{r,Ci), S une variete algebrique irreductihle, Sq E S , T 
un faisceau coherent sur S x X, plat sur S, tel que J-'g^ ^ et que pour s G S'\{so}, on ait 
P[J^^) = p, Alors on a P < P{E). 

Autrement dit si E est une specialisation de faiceaux de polygone de Harder- Narasimhan P, 
alors on a P < P{E). 

Demonstration. Analogue au cas de P2 traite dans |]^. Voir aussi expose 4, pour le 

cas des courbes. □ 



2.6. Varietes de modules fins de faisceaux coherents 

Les definitions et resultats de |2]^ proviennent de 0. Soit X une variete projective lisse et 
irreductible. 



2.6.1. Definition : On appelle famille de faisceaux sur X parametree par S un faisceau cohe- 
rent T sur S X X , plat sur S. 



2.6.2. Definition : On appelle polyfamille de faisceaux sur X parametree par S la donnee 
d'un recouvrement ouvert {Ui)i^i de S , et pour tout i E I d'une famille Si de faisceaux sur X 
parametree par Ui, tels que pour tous i,jEl et tout x G f/j fl Uj on ait Si^x — £j,x- 



Notations : Pour toute sous-variete localement fermee S' de S', on note 

^S' = ^\S'xX- 

Si S' est reduite a un point s on notera plus simplement J^s' = ^s- On note ps (resp. px) la 
projection S x X — > S (resp. S x X — > X). Si JF, Q sont des faisceaux coherents sur 
S* X X, S" et X respectivement, on notera plus simplement 

Si / : T — > S est un morphisme de varietes algebriques, et une famille de faisceaux sur X 
parametree par S, on note 

/«(.F) = ifxixrij"). 

C'est une famille de faisceaux sur X parametree par T. 

Si X est un ensemble non vide de classes d'isomorphisme de faisceaux coherents sur X, on 
appelle famille de faisceaux de X parametree par S une famille JF de faisceaux coherents sur X 
parametree par S telle que pour tout point s de S* la classe d'isomorphisme de JF, soit dans X. 
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Soient r, q e H^{X,Z), 1 < i < d, avec r > 0. Soit X un ensemble non vide de classes 
d'isomorphisme de faisceaux coherents sur X, de rang r et de classes de Chern q. 

2.6.3. Definition : On dit que X est un ensemble ouvert si pour toute variete algebrique S 
et toute famille T de faisceaux coherents sur X de rang r et de classes de Chern Ci parametree 
par S, I 'ensemble des points s de S tels que la classe d'isomorphisme de Ts soit dans X est un 
ouvert de Zariski de S. 



2.6.4. Definition : Supposons que X soit un ensemble ouvert. On dit que X est irrcductible 
si pour toutes polyfamilles de faisceaux de X parametrees par des varietes algebriques Xi, X2 
respectivement, il existe un polyfamille de faisceaux de X parametree par une variete algebrique 
irrcductible Y contenant tous les faisceaux des polyfamilles parametrees par Xi et X2. 



Soient r, q e Z), 1 < i < 0?, avec r > 0. Soit X un ensemble ouvert de faisceaux 

coherents sur X de rang r et de classes de Chern q. 

2.6.5. Definition : On appelle variete de modules fins globale, ou plus simplement variete 
de modules fins pour X la donnee d'une variete algebrique integre M et d'une famille £ de 
faisceaux de X parametree par M telles que : 

(i) Pour tout element X de X, il existe un unique point m de M tel que la classe d'isomorphisme 
de £m soit x. 

(a) Pour toute famille T de faisceaux de X parametree par une variete algebrique S, il existe 
un morphisme f : S — > M tel que pour tout point s de S il existe un ouvert U de S contenant 
s et un isomorphisme !Fu ~ f^{£)u- 

On dit aussi dans ce cas que (M, £) est une variete de modules fins pour X. On remarquera que 

d'apres (i), il existe une bijection canonique entre X et I'ensemble des points de M . D'autre part 
le morphisme / de (ii) est unique : I'image d'un point s de 5 est le point de M correspondant 
h J's- 

On appelle variete de modules fins definie localement pour X la donnee d'une variete algebrique 
integre M, d'un recouvrement ouvert {Ui)i^i de M, et pour tout i G I d'une famille £i de 
faisceaux de X parametree par Ui tels que 

(i) Pour tout element x de X , il existe un unique point m de M tel que pour tout i & I tel que 
X & Ui, la classe d'isomorphisme de £im soit x. 

(ii) Pour toute famille T de faisceaux de X parametree par une variete algebrique S, il existe un 
morphisme f : S — > M tel que pour tout point s de S et tout i E I tel qu 'il existe un x & Ui 
tel que £ix ~ Ts il existe un ouvert U de S contenant s tel que f{U) C Ui et un isomorphisme 
ru^fK£i)u. 
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2.7. Faisceaux purs, faisceaux reflexifs et faisceaux parfaits 
(cf. [gH, 8.1 et 0, 1.1) 

Soit X une variete algebrique projective et irreductible de dimension n > 0. 

Soit T un faisceau coherent sur X. Rappelons qu'on appelle dimension de T celle de son support 
Supp(T), et on la note dim(T). On appelle codimension de E la codimension de Supp(T), et 
on la note codim(T). 

On dit qu'un faisceau T de dimension d est pur si pour tout sous-faisceau coherent non trivial 
S de E on a, dim(S') = d. 

Supposons T pur de dimension d et codimension c = n — d. Alors pour tout faisceau localement 
libre E sur X, les faisceaux Ext'^iT^E) ont leur support contenu dans Supp(T) et sont nuls 
pour q < c. De plus on a codim(£^xt'^(T, E)) > q pour q > c. 

Soit T un faisceau pur de dimension d et de codimension c = n — d. On pose 

= 8xf{T,ux), f = 8xf{T,Ox)=T^®u}x^ 
et on appelle le dual de T. II coincide avec le dual habituel T* de T dans le cas oii c = 0. 
II existe en general un morphisme canonique T T^^ . 

On appelle faisceau reflexif sur X un faisceau pur T tel que le morphisme canonique T — > T^^ 
soit un isomorphisms Un faisceau pur de dimension est toujours reflexif (cf. |^], prop. 
1.1.10). 



2.7.1. Definition : On appelle faisceau parfait un faisceau pur T sur X tel que 

£xt^{T,Ox) = pour g > codim(T). 



Un tel faisceau est alors reflexif. Les faisceaux de dimension sont parfaits, ainsi que les 
faisceaux localement libres. 



2.7.2. Lemme : Soient T un faisceau pur de codimension c et E un faisceau localement libre 
sur X. Alors on a Ext^{T,E) = {0} si i < c et des isomorphismes canoniques 

Ext^(T,E) ~ H'^{E®f), Ext^+\T,E) ~ H\E®f). 
Si T est parfait alors on a 

Ext"+'=(T,E) ^ H^{E®f ) 
si k > 0. En particulier, pour tout faisceau ample Ox(l) sur X on a 

Ext\T,E(®Ox{p)) = {0} 

si i > c et j9 ^ 0. 
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Demonstration. Cela decoule de la suite spectrale 

= HP{X,Sxt'^{T,E)) ^ ExtP+'?(T,E) 

(cf. [|13|, theoreme 7.3.3, [1^, p. 706). La derniere assertion est une consequence du theoreme 
B de Serre. □ 



2.7.3. Lemme : Soient Y est une sous-variete fermee localement intersection complete de X , 
j : Y ^ X Vinclusion et T un faisceau localement libre sur Y . Alors le faisceau T = j^.{J^) est 
parfait, et on a 

Demonstration. Cela se voit facilement en utilisant le complexe de Koszul (cf. par exemple 



21, XIV, 10, ou P], p. 245). □ 



Les faisceaux localement libres sont parfaits. Les faisceaux purs de codimension maximale n 
sont aussi parfaits. 

Soit T un faisceau parfait de codimension c > 0, et 







une resolution localement libre de T. Alors le complexe dual 



n 



to rp^, *tl rp^, **2 
*■ -'l *■ -'2 ' 



est exact sauf en degre c, d'oii il decoule que ker(*tc+i) est localement libre, et on a une resolution 
de f = ® cj^i = £xf{T, Ox) 



n 



T 







- ^ C-l " J^ei 1^ Lc+1 ) - 

En utilisant la construction des Ext par des resolutions localement libres (cf. p.4| ) on en deduit 
aisement le resultat suivant : si T, T' sont des faisceaux parfaits de codimension c, on a des 
isomorphismes canoniques 

Ext*^(T,T') ~ Ext'=(f',f), 0<A;<c. 

Si T = T', ces isomorphismes sont compatibles avec la trace, c'est-a-dire qu'on a un diagramme 
commutatif 

Ext'=(T, T) 

trk{T) 



H\Ox, 



Ext'^ (T,T) 
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On a, pour tout faisceau localement libre E et tout faisceau parfait de codimension c sur X un 
diagramme commutatif canonique 

Ext^(T, E) (g) Hom(E, T) ^ Ext"(T, T) 

Hom(E*, f ) O Ext'(f , E*) ^ Ext^(f , f ) 



2.8. Fibres exceptionnels sur P2 

Les conditions d'existence des faisceaux semi-stables sur P2 (cf Q) s'expriment en fonction 
des seules variables /x et A. On montre qu'il existe une unique fonction 6{fi) telle qu'on ait 
dim(M(r, ci, C2)) > si et seulement si A > La fonction S{fi) est decrite a I'aide des 

fibres exceptionnels. 

On dit qu'un faisceau coherent £ sur P2 est exceptionnel si S est simple (c'est-a-dire si les seuls 
endomorphismes de S sont les homotheties), et si 

Ext^(^,^) = Exe{S,S) = {0}. 

Un tel faisceau est alors localement libre et stable, et la variete de modules de faisceaux semi- 
stables correspondante contient I'unique point S. II existe une infinite denombrable de fibres 
exceptionnels, et un procede simple permet de les obtenir tons a partir des fibres en droites (cf. 
0). Notons qu'un fibre exceptionnel est uniquement determine par sa pente. Soit F un fibre 
exceptionnel. On note la plus petite solution de I'equation 

rg{F)^ 

Alors on montre que les intervalles ]fi{F) — xp, fi{F) + xf[ constituent une partition de 
I'ensemble des nombres rationnels. On va decrire la fonction 6{fi) sur cet intervalle. Posons 

Sur I'intervalle ]fi{F) — Xi?, on a 

W = P(^-^(F))-i(l-— 3— ), 
et sur + on a 

On obtient les courbes representees sur la figure qui suit. Ce sont des segments de coniques. 
La fonction est la partie de ces courbes situee au dessus de la droite d'equation A = 1/2. 
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A 




Figure 2 - La fonction 6{fi) 



2.9. Quotients algebriques 



Soient k un entier, k > 1, Vi, . . . ,Vk, Wi, . . . , Wk des C-espaces vectoriels de dimension finie 
non nuls, 

E = ViX ■■■VkxWiX ■■■xWk, Go = {C*)''+\ 
On considere Taction suivante de Go sur E : 

{t,ti,... ,tk){vi,... ,Vk,Wi,... ,Wk) = (hvi,... ,tkVk,tt^^wi,. . . ,tt^^Wk). 

L'action induite sur ¥{E) se prolonge en une action sur Op(£;)(l). Pour que le stabilisateur 
d'un point generique soit fini, il vaut mieux considerer Taction du sous-groupe G constitue des 
[t, ti, . . . , tfc) tels que tti- ■ - tk = 1, qui donne les memes orbites dans F{E) que Taction de Go- 
On pent done definir les notions de points semi-stables et points stables de F{E) (cf. p7| ). 



Soit P(£')** (resp. ¥{E)^) Touvert des points semi-stables (resp. stables) ¥{E). On salt qu'il 
existe un bon quotient ¥{EY^ / /G et un quotient geometrique ¥{EY/G qui est un ouvert 
du precedent. 



2.9.1. Proposition : Un point x = C(fi, . . . ,Vk,Wi, . . . ,Wk) de F{E) est stable si et seule- 
ment si pour 1 < i < k on a Vi ^ 0, Wi ^ 0, et x est semi-stable si et seulement si pour 
1 < i < k , Vi = si et seulement si Wi = 0. 



Demonstration. Cela se voit aisement en utilisant les criteres numeriques de (semi-)stabilite (cf. 
3§, chapt. 2, 4.2). □ 
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On notera 

MiVi, ... ,Vk,Wi,... ,Wk) = F{Eyy/G, M\Vi, . . . ,Vk,W,, . . . ,Wk) = P(S)V/G'. 

La premiere variete est projective et normale, et la seconde est un ouvert lisse de la premiere. 

Soit Y une variete algcbrique integre, Vi, . . . , V^, Wi, . . . , des fibres vectoriels non nuls 
sur Y. Soit E = Vi ® • • • e Vfc e Wi e • • • © Wfe. On considere Taction de G sur P(E) qui sur 
chaque fibre est Paction decrite precedemment. Soient P(E)**, P(E)^ les ouverts de P(E) definis 
par : pour tout y eY, P(E)** = P(Ej^)^* et P(E)* = P(Ey)^ On montre aisement qu'il existe 
un bon quotient 

M(Vi,... ,Vfc,Wi,... ,Wfc) = P(E)^7/G 

et un quotient geometrique 

M^(Vi,... ,Vfe,Wi,... ,Wfe) = P(E)VG'. 

Les morphismes P(E)** — > y et P(E)* — > Y sont G-invariants et passent done au quotient, et 
on a, pour tout y &Y 

M(Vi,... ,Vfc,Wi,... ,Wfc), = M(Vi„... ,Vfc„Wi„... ,Wfe,), 

M^(Vi, . . . , Vfc, Wi, . . . , Wfc), = M^(Vi„ . . . , Vfe„ Wi„ . . . , Wky). 

Lc morphisme M(Vi, . . . , V^, Wi, . . . , W^) — > 1^ est projectif et localement trivial, et 
M*(Vi, . . . , Vfe, Wi, . . . , Wfc) ^ Y est lisse et localement trivial. 

On a 

k k 

dim(M(Vi,... ,Vfe,Wi,... ,Wfe)) = dim(y)-A;-l + J]r5(V,) + ^r5(W,). 

i=l i=l 



2.9.2. Remarque : On pent aussi considerer 

E' = F{Vi) X • • • X ¥{Vk) X (V^i\{0}) X • • • X {Wk\{0}), 
muni de Faction de C* : 

t.{li, . . . ,lk,Wi, . . . ,Wk) = {h, . . . J,k,tWi, . . . ,tWk). 

Alors il existe un quotient geometrique E'/C* et on a E'/C* ~ F{E)''^/G. On pent construire 
de maniere analogue P(E)*/G. Cette methode cache cependant les roles symetriques joues par 
les espaces vectoriels Vi et Wi. 
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2.10. FONCTIONS CONCAVES 

2.10.1. Definition : Soient a, 6 G M tels que a < b. On dit qu'une fonction f : [a,b] 
est concave si pour tous x,y E [a, b] tels que x < y et tout t E [0,1] on a 

f{tx+{l-t)y) > t.f{x) + {l-t).fiy). 



Si / est deux fois derivable par morceaux, alors / est concave si et seulement si on a /" (x) < 
pour tout X & [a,b] oii /" est definie. 



2.10.2. Proposition : Soient f,g : [a,b] M des fonctions de classes par morceaux et 
telles que f{a) — g{a), f{b) — g{b), f < g. On suppose que f est concave. Alors on a 

/•b 

/ fixfdx < / g\xfdx. 

J a J a 

Demonstration. Posons, pour 1 < t < 1, /t = (1 — t).f + t.g, et 

rh 

ait) = / f'AxYdx. 



J a 



On a 

•>b rb 



•^(0) — / f'ix^dx, a{l) = / g\xYdx. 

J a J a 

II suffit done de montrer que a est croissante, c'est-a-dire que a' > 0. On a 

a'{t) = 2t j\f{x)-g'{x)fdx+ f f{x){g'{x) - f{x))dx. 

•J a J a 

En integrant par parties on trouve 

f r{x){g'{x) - f'ix))dx = fig - /)] - [ (gix) - fix))r{x)dx. 

J a J a J 

On a ^ - / > 0, /" < 0, done f'{x){g'{x) - f'{x))dx > et a'{t) > 0. □ 
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3. Deformations infinitesimales de faisceaux coherents 
3.1. Deformation semi-universelle d'un faisceau coherent 



Les resultats de proviennent de ^^l- Soient X une variete algebrique projective et E un 
faisceau coherent sur X. Une deformation de E est la donnee d'un germe [S, sq) de variete 
analytique, d'un faisceau coherent S sur S x X, plat sur S et d'un isomorphisme a : £so — E. 
C'est done en fait un quadruplet V = {S, sq, £, a). 

Considerons deux deformations V = {S, Sq, £, a), V = {S, Sq, a') de E (parametrees par le 
meme germe). Un isomorphisme P ^ P' est un isomorphisme a : S c::^ S' tel que a' o cTsq = a. 
Si V = f : (S", Sq) — > {S, Sq) est un morphisme de germes, on en deduit aisement la deformation 

r(p) = (y, 4 /tt(^), /«(«)). 

On dit qu'une deformation V= {S, so,£,a) de E est semi-universelle si elle est complete 
c'est-a-dire que si V est une deformation de E (parametree par un germe (S", Sq)), il existe un 
morphisme de germes / : (S", Sq) {S, Sq) et un isomorphisme p{T>) ~ V , et si I'application 
lineaire tangente Tg/^S' Tg^S est uniquement determinee. II existe touj ours une deformation 
semi-universelle {S, So,£,a) de E ([0, theorem I). 



3.2. Deformations infinitesimales 

On pose A2 = C[t]/{t^) et Z2 = Spec(A2). 

3.2.1. Faisceaux coherents sur la variete double d'une variete algebrique 
Si X une variete algebrique sur C, on note 

= X X Z2, 

et on I'appelle la variete double de X. Le morphisme canonique A2 ^ C permet de voir X 
comme une sous-variete fermee de X^'^\ On note ix I'inclusion X C X^'^\ On a Px ° = Ixi 
Px designant la projection X*^^) — > X. Si 8 est un faisceau coherent sur X^^^ on en deduit 
deux faisceaux coherents sur X : 8\x et 8 /tS (qui est un faisceau sur X^^^ dont le support est 
contenu dans X). 

3.2.2. Lemme : Un A2-module M est plat si et seulement si une des conditions equivalentes 
suivantes est realisee : 

(i) La multiplication par t : M/tM tM est un isomorphisme. 

(ii) M est libre. 

Demonstration. On utilise pour cela le fait que M est plat si et seulement si le morphisme 
canonique {t) M — ^ tM est injectif. □ 
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3.2.3. Definition : Soit E un faisceau coherent sur X . On appelle extension double de E 
une extension de E par lui-meme : — > E — > F — > E — > . 



On definit de maniere evidente la notion dHsomorphisme d'extensions doubles, et on demontre 
sans peine la 



3.2.4. Proposition : Soient E un faisceau coherent sur X et 8 un faisceau coherent sur 
plat sur Z2 et tel que £\x — E. Alors px*{£) possede une structure naturelle d' extension double 
de E et V association 

8 px*{£) 

definit une bijection entre V ensemble des classes d'isomorphisme de faisceaux coherents sur X^"^^ 
plats sur Z2 dont la restriction a X est isomorphe a E, et V ensemble des classes d'isomorphismes 
d'extensions doubles de E. 



3.2.5. Definition: Soit E un faisceau coherent sur X . On ap|?e/Ze deformation infinitesimale 
double (ou plus simplement deformation infinitesimalej de E un faisceau coherent £ sur X*-^-* 
plat sur Z2 et tel que £\x — E. 



D'apres la proposition p.2.4| , les deformations infinitesimales de E sont parametrees naturelle- 
ment par 'E'x.t^ [E ^ E) . 



3.2.6. Morphisme de deformation infinitesimale de Kodai'ra- Spencer 

Soient S une variete algebrique et £ un faisceau coherent sur S x X plat sur S. Soient s G S", 
THg I'ideal maximal de s, Xg la fibre de S" x X au dessus de s, 2 le voisinage infinitesimal 
d'ordre 2 de Xs et £s la restriction de £^ k Xg, qu'on pent voir aussi comme un faisceau coherent 
sur Xs,2- Sur Xs,2 on a une suite exacte de faisceaux 

— > T*S 0£s — ^ £/m'i£ — ^£s — ^ 

(T*S designant I'espace tangent de S* en s). En prenant I'image directe de cette suite exacte 
sur Xg on obtient une suite exacte 

— ^ T*S 0£s — > F — y£, — ^ 0, 

d'oii une application lineaire 

Us : TsS — y Extx{£s,£s) 
appelee morphisme de deformation infinitesimale de Kodai'ra- Spencer de £ en s. La relation 
avec la proposition p.2.4| est la suivante : soit a G T^S, a 7^ 0, qu'on pent voir comme une 



forme C-lineaire sur ms/rn\. On en deduit un morphisme 

a : Z2 — > '&\)ec{0 s / ml) 
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provenant du morphisme d'anneaux / : Og/m^ — > C[t]/(t^) defini par 

Alors u!s{(y) n'est autre que Fextension de £s par lui-meme provenant de la deformation a" (^ix^, 2) 
d'ordre 2 de £^s. 

On dit que S est une deformation complete de Ss si Ug est surjective. On dit que S est une 
famille complete si pour tout point ferme s de S, S est une deformation complete de £s- 

La notion de morphisme de deformation infinitesimale de Kodaira- Spencer s'etend aux families 
plates de faisceaux analytiques coherents sur X parametrees par des varietes analytiques ou 
des germes de varietes analytiques. Si E est un faisceau coherent sur X et {S, so,S,a) une 
deformation semi-universelle de E (cf. le morphisme de deformation infinitesimale de 

Kodaira- Spencer en sq est un isomorphisme Tg^^S ~ Ext^ {E,E) (cf. 



3.3. Deformations triples 

On pose A3 = C[t]/{t^) et Z3 = Spec(A3). 

3.3.1. Lemme : Un A^-module M est plat si et seulement si une des conditions equivalentes 
suivantes est realisee : 

(i) les multiplication par t tM/t^M t^M et par t^ M/tM t^M sont des isomorphismes. 

(ii) M est litre. 



(Analogue au lemme 3.2.2 ). 



Soient X une variete algebrique projective et X^^^ = X x Zs . On a des immersions naturelles 



3.3.2. Definition: Soit E un faisceau coherent sur X . On aj»|)e//e deformation infinitesimale 
triple de E un faisceau coherent E sur X^^^ plat sur Z3 et tel que 8\x — E. 



Les restrictions a X^'^^ des deformations triples de E donnent des deformations doubles de 
E. Les deformations triples de E correspondent aux extensions triples de i?, c'est-a-dire aux 
triplets (F, (Fj),r) constitue de 

- un faisceau coherent F sur X, 

- une filtration 

= Fo C Fi C F2 C F3 = F 
dont tons les gradues Fi/ Fi_i sont isomorphes a F, 
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- un isomorphisme r : F^/F\ F2 dont la restriction a F2/F1 induit un isomorphisme 
On demontre sans peine la 

3.3.3. Proposition : Une deformation double de E, definie par a G Ext^(E,E) s'etend en 
une deformation triple de E si et seulement si on a cr^ = dans Ext"^ {E,E). 

3.4. Module formel 

Soient E un faisceau coherent sur X et {S, SQ,S,a) une deformation semi-universelle de E. 
L'anneau 

Re = C>s,so 

s'appelle le module formel de E. Soient 

et mA I'ideal maximal de A. D'apres il existe une application lineaire 

CO : FiXt'^{E,E)* m\ telle que Re — A/ A\m.{ijj). On a un isomorphisme canonique 

Soit U2{E) : Ext^(i?,£')* S'^ {Exi^ {E , E)*) la composee de I'apphcation quotient 
m\ m\/m\ et de uj. On a alors 

3.4.1. Proposition : Supposons que X = P„. Alors on a, pour tous a,(3 e Ext^{E,E), 

*uj2{E){a.p) = i(/io(a,/3) +yUo(/5,a)), 
Ho designant le produit canonique Ext'^(E,E) x Ext^{E,E) Ext'^(E,E) . 

(cf. n, H). 

3.5. Deformations d'extensions 

(Voir le chapitre § pour la definition et des proprietes des extensions) 
Soit X une variete algebrique projective lisse et connexe. 
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3.5.1. Proposition : Soient E, F des faisceaux coherents simples sur X . On suppose que 
Hom(S,F) = Ext\F,E) = {0}. Soit 

^F ^0 

une extension, associee d a e Ext^ {F,E). Soient 

: Ext^(^,^) — > Ext\F,S), : Ex\}{£,F) — > Ext^{£,F) 

les multiplications par a. Alors il existe un diagramme commutatif canonique avec lignes et 
colonnes exactes 





^Ext\F,E)/Ca ^Ext\S,E) ^Ext\E,E) ^0 



Ext\F,S) ^Ext\S,S) -ker(/,) 



Ext\F,F) -ker(^,) 



Demonstration. Immediat. 



□ 



On note D(a) le sous-espace vectoriel Ext"'^(£^, E) + Ext^{F,£) de Ext^(£,£). 

Soit E (resp. F) une famille de faisceaux colierents lisses et simples sur X parametree par une 
variete algebrique affine S (resp. T). On suppose que pour tons points fermes s E S, t E T, on 
a 

Hom(E„Ft) = Ext'(F4,E,) = {0}. 
On suppose que la dimension de Ext^(Fj, E^) est independante de s G S" et t G T. On demontre 



alors comme dans le lemme |5.2.1| que 

V = ^x4^^(p«,(F),4(E)) 

est un faisceau localement libre sur S x T (en chaque {s,t) E S x T la fibre V(s,t) du fibre 
vectoriel correspondant s'identifie a Ext^(Fi, E^)). Soit n :V ^ S xT la projection. II existe 
une extension universelle sur V x X 

nKPsi^)) — " £ — " t^KpU^)) — " 

telle que pour tout f G V au dessus de (s, t) E S xT la restriction de la suite exacte precedente 
a {v} X X 

E, Ft 

soit associee a f G Ext"'^(Fi, E^). 
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3.5.2. Proposition : Soitv un point ferme de V, au dessus de {s,t) & S xT. Alors 

1 - Le morphisme de deformation infinitesimale de Kodai'ra- Spencer 

a;^ :TV, ^Ext^(V„,V.) 

est d valeurs dans D{v). 

2 - Si¥., ¥ sont des deformations completes de E^, Ft respectivement, Vimage de est egale 
a D{v). 

La proposition |3.5.2| est une consequence immediate des deux lemmes qui suivent. 

Soient V = V|{s}xt, = £\v^, V* = V\sx{t}, £^ = ^^|v'- Soient 

u:, : TV: Ext\V,, K), ul : TV* — > Exti(V,, V,) 

les morphismes de deformation infinitesimale de Kodaira-Spencer de S^, respectivement, au 
point h, qui sont des restrictions de u^. Soient enfin 

Us : TV: Ext\¥t, ¥t), Ut : TV* — ^ Exti(E„ E,) 

les morphismes de deformation infinitesimale de Kodaira-Spencer de ^^(F), p^(E) respective- 
ment, au point v. 



3.5.3. Lemme : (i) L'application est a valeurs dans le sous-espace vectoriel Ext {¥t,£y) 
de Ext^(£^t,, 8v). 

(a) La compos ee 

TVl Ext\¥t, S,) Ext\¥t, ¥t) 

est egale a uig- 

(Hi) L'image de oj^ est exactement Exi^{¥t^8y) si ¥ est une deformation complete de F^. 



3.5.4. Lemme : (i) L ' application luI est a valeurs dans le sous-espace vectoriel Ext^{£y,¥s) 
de Ext^{£^, £y). 

(a) La compos ee 

TV* — Ext\£,, E,) Ext^(E„ E,) 

est egale a Ut- 

(Hi) L'image de tul est exactement Ext"'^(£^i;, E^) si E est une deformation complete de E^. 



Les demonstrations de ces deux lemmes sont analogues a celles des lemmes 



15:0 



et 
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4. Extensions de faisceaux coherents 

4.1. Definition 

Soient E, F des faisceaux coherents sur une variete projective lisse X. Rappelons qu'une 
extension de F par E est une suite exacte 

— ^ E — >£ — ^ F — ^0, 

oil S est un faisceau coherent sur X. Deux extensions 

— > E — >S — > F — >0, — > E — >S' — > F — ^0 

sont dites isomorphes s'il existe un diagramme commutatif 

^E ^F ^0 

^ E ^ S' ^ F ^ 

la fleche verticale du miheu etant alors un isomorphisme. II est bien connu qu'il existe une 
bijection canonique entre I'ensemble des classes d' isomorphisme d'extensions de F par E et 
I'espace vectoriel Ext^{F,E). On va construire explicitement cette bijection (la construction 
s' inspire de celle donnee dans fl^). 



4.2. Construction des extensions 

Si — > E — > £ — > F — > est une extension de F par E, on en deduit le morphisme de 
liaison 5 : End(i?) — >■ Ext^(F, E) provenant de I'application du foncteur Hom(— , E) a la suite 
exacte precedente, et I'element de Ext^ {F,E) associe a I'extension precedente est 6{Ie)- 

Reciproquement soit aGExt^{F,E). Soit 

...F^A^Fi^Fo^F — 

une resolution localement libre de F. On en deduit une suite exacte 

Hom(Fo,E) Hom(Fi,E) ^ Hom(F2,E). 

On pent d'apres [2?^ choisir cette resolution de telle sorte que Ext^(F, ii^) soit canoniquement 
isomorphe a ker(/3)/ Im(a). Done a est represente par un morphisme A : Fi/Im(/2) — > E. 
Soit 

= A © A : Fi/ Im(/2) ^ © Fo, 
(/i etant induit par /i) qui est injectif. Soit S = {E Q) Fq)/ lm(/i). On a alors une extension 

— > E — — > £ — — > F — > 0, 
avec 2(e) = [(e,0)] et p{\{u,v)]) = fQ{y). C'est I'extension associee a a. 

Plus generalement, si 

F[ F^ 
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est une suite exacte de faisceaux coherents, on en deduit le complexe 

Hom(F^,E) Hom(F{,E) Hom(F^,E). 

II existe toujours une application canonique ker(/?')/ Im(a') — > Ext^(F, i?) qui n'est pas en 
general un isomorpliisme. 

L'extension induite par un morphisme Fl/ Im(/2) E se construit de la meme maniere que 
precedemment. 



4.3. MORPHISMES D'eXTENSIONS 

4.3.1. Proposition : Soient E, F, F' des faisceaux coherents sur X, f : F ^ F' un mor- 
phisme, et 



^E 



£ 







E 8' F' 







des extensions, associees respectivement a a E Ext\F,E) et a' e Ext^(F',E). Alors il existe 
un diagramme commutatif 



^E 



^E 



si et seulement si on a lf{cr') = a. Dans ce cas (j) est injectif (resp. surjectif) si et seulement 
si f Vest. 

Demonstration. Supposons qu'un tel diagramme commutatif existe. L'egalite ^/(o"') = o" 
decoule du diagramme commutatif 




End(E) — Ext^(E,F') 



End(E) — ^Exti(E,F) 



[5' et 5 etant les morphismes de liaison provenant des suites exactes obtenues par I'application 
du foncteur Hom(i^^, — )) et des definitions de a et a'. Reciproquement, supposons que 
/j(cr') = cr. On considere des resolutions localement libres de F et F' (cf. [4.1|) pour calculer 
Ext^(F, i?) et Ext^(F',£'). D'apres la definition de ces resolutions on pent les choisir de telle 
sorte qu'on ait un diagramme commutatif 



F,^F,^F,J^F 



4>2 


01 


00 






11 f'o 



F' 
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Supposons que a' so it represente par un morphisme A' : F{/ Im(/2) — > E. Alors 
/(o"') est represente par \ = \' o (pi : Fi/ Im(/2) ^ E , (pi designant le morphisme 
Fi/ Im(/2) ^ F{/ Im(/2) induit par 0i. Soient 



E' 



F' 



B fi : Fil Im(/2) ^ © Fq, /x' = A' © /{ : F[/ Im(/^) - 
(F © Fo)/ Im(/i), ^' = (F © F^)/ Im(/i'). Soit (p : £ ^ £' le morphisme induit 



/i = A 
Alors on a £^ = 

par Ie ® (pQ. II est aise de voir que le diagramme de la proposition [4.3. 1| est commutatif. La 



derniere assertion de la proposition 4.3.1 est evidente. 



□ 



4.3.2. Proposition : Soient G, 8, F des faisceaux coherents sur X , h : 8 ^ F un mor- 
phisme, et 







F'^^G 











8 8' G 



des extensions, associees respectivement d a G Ext^ (G',F) et a' e Ext\G,8). Alors il existe 
un diagramme commutatif 





8 



8'—^F' 



G^=G 





si et seulement si on a rh{a') = a. Dans ce cas ip est injectif (resp. surjectif) si et seulement 
si h Vest. 



Demonstration. Analogue a la proposition [4.3.1 



□ 



4.3.3. Corollaire : Soient Aq, Bq, Cq, Ai, Bi, Gi des faisceaux coherents sur X et 

O^A,^Bo^Go^O 

Ai Bi — Gi 

des suites exactes. Soient a : Aq ^ Ai, 7 : Cq — > Ci des morphismes. Soit r/o ^ Ext^(Co,v4o) 
(resp. r]i G Ext^(Gi, Ai)) I'element associe a la premiere (resp. seconde) suite exacte. Alors il 
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existe un morphisme (5 : Bq ^ B-i tel que le diagramme suivant 



Ao 



A 



5, 



^ <-^0 



Bi 



pi 



soit commutatif si et seulement si on a ra{r]o) = lj{r)i). 



4.4. Extensions et diagrammes 3x3 

4.4.1. Proposition : Soient A, A', E, F des faisceaux coherents sur X, 

{S) ^ A > E > A' > 

une suite exacte. 

1 - Soit 5 : Hom(A,F) Eyit^{A',F) I'application induite par (S). Soit e Rom(A,F). 
Alors il existe un diagramme commutatif avec lignes et colonnes exactes 


A^^=A 

i 

^F ^F®E ^E >0 

' ' y 

> F > U > A' ^ 



tel que la la suite exacte verticale de droite soit V extension (S), que la suite exacte horizontale 
du bas soit associee a S{(f)), que celle du milieu soit triviale, que le morphisme A ^ F induit 
par ip\E E ^ U soit egal a 0, et que celui qui provient de i soit egal a —(f). 

Reciproquement, supposons donne un tel diagramme, tel que la suite exacte verticale de droite 
soit I'extension (S), et que la suite exacte horizontale du milieu soit triviale. Soit (J) : A ^ F 
le morphisme induit par ip\E : E ^ U . Alors le morphisme A —>■ F defini par i est egal a —(f) 
et la suite exacte horizontale du bas est associee a S{(j)). 
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2 - Soit 5' : Hom(F, A') ^ Ext^(F, A) V application induite par {S). Soit 0' G Hom(F, A'). 
Alors il existe un diagramme commutatif avec lignes et colonnes exactes 





^A 



V 



E ^E®F 



A' 



A' 











tel que la la suite exacte verticale de gauche soit V extension (S), que la suite exacte horizontale 
du haut soit associee a S'{(f)'), que celle du milieu soit triviale, que le morphisme a' : F ^ A' 
induit par la composante V ^ E de ip' soit egal a 0', et que celui qui provient de p soit egal a 



Reciproquement, supposons donne un tel diagramme, tel que la suite exacte verticale de gauche 
soit V extension {S), et que la suite exacte horizontale du milieu soit triviale. Soit (p' : F A' 
le morphisme induit par la composante V E de ip' . Alors le morphisme F A' defini par 
p est egal a —(f)' et la suite exacte horizontale du haut est associee a 

Demonstration. On ne demontrera que 1-, 2- etant analogue. On utilise la construction explicite 
des extensions donnee dans |4.1|. On utilise une resolution localement libre adequate de A' : 



A' 



fi 



A' 



/<'> 



A' 



L'extension de de A' par A de la proposition |4AT] provient d'un element de Ext^(A', A) defini 
par un morphisme 



f : A'J \m{r,) ^ A. 
5 Aq. Alors on a E 



{A®A',)/\m{^^). 



Soit = a;/ Im(/^)^ A 

On construit maintenant le diagramme commutatif de la proposition ^.4.1| . Soit 

ri = (0o/)©7( : A[/lmif^)^F®A',. 
Alors on a U = {F (B A'q)/ lm.{ri). On definit maintenant ip : F (B E ^ U, c'est-a-dire 

(A©A[,)/Im(/i) ((A©A[,)/Im(/i)©A[,). 
On considere le morphisme 



^o-F®A®A'q 
(f,a,ao) ^ 



FQ)A' 



— (v + 0(a), flo) 

II est clair qu'on a iPq{F Q) C Im(?7). On en deduit ip. La verification du fait que 

le diagramme de la proposition |4.4.1| est commutatif ainsi que les demonstrations des autres 
assertions sont laissees au lecteur. □ 
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4.4.2. Corollaire : Soient A, E, A' des faisceaux coherents sur X , 

^ A ^ E ^ A' ^ 

une suite exacte, et 6' : Rom{A, A') Ext^ {A' , A') , 6 : B.om{A, A') Ext^{A, A) les appli- 
cations induites. Soit G B.om{A, A') . Alors il existe un diagramme 3x3 



A 



B 



A 



E 



A' 







E®E 



B' 







E 



A' 







tel que les suites exactes verticales de gauche et de droite soient identiques a la suite exacte 
precedente, que la suite exacte horizontale du milieu soit triviale, que celle du haut soit associee 
a que celle du has soit associee a S'{(j)), et que le morphisme a : A ^ A' induit par la 

seconde composante du morphisme E ® E ^ B' soit egal a (p. 

Reciproquement, etant donne un tel diagramme, la suite exacte horizontale du haut est associee 
a 5{a) et celle du has est associee a 5' {a). 



Demonstration. On applique la proposition [4.4. 1| (avec F = E) et on deduit de un premier 
diagramme commutatif avec lignes et colonnes exactes : 







A 



A' 



B' 











A 



E 



A' 







On en deduit le diagramme 3x3 du corollaire [4.4.2| en remplagant le morphisme A' B' par la 
composee E ^ A' ^ B' . II reste a verifier que la suite exacte horizontale du haut est associee 
a 5(0). Pour cela on deduit du diagramme 3x3 le diagramme commutatif avec lignes et colonnes 
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exactes 






ou le morphisme induit A —* A' est et la suite exacte horizontale du haut est celle du 



diagramme 3x3. Toujours d'apres la proposition |4.4.1] , cette suite exacte est associee a 5(0). 
Le reste du coroUaire [4.4.2| est laisse au lecteur. □ 



4.5. Extensions duales 
4.5.1. Proposition : Soit 







une extension de faisceaux localement lihres sur X , associee d a E Ext"'^(F, E'). Soit 

une resolution localement libre de F. On suppose que a provient d'un morphisme t] : Fi 
tel que 770/2 = 0. Supposons qu'on ait une resolution localement libre de E* 



E 



D,^D,^D,^E* 







telle qu'il existe un diagramme commutatif 



d2 



p* C 

A 



F* Fl 



di 



do 



E* 



Alors le morphisme Di/ lm{d2) F* induit par A est associe a I'extension 

F* ^ S* ^ E* *- 

duale de a. 

II existe toujours une telle resolution localement libre de E* . 
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Demonstration. Pour demontrer Texistence de la resolution donnant un tel diagramme com- 
mutatif on prend le meme type de resolutions que dans ^]2|. Les constructions de la resolution 
et du diagramme se font pas a pas en appliquant le theoreme B de Serre. 

Soit — > F* — > V — ^ E* — > I'extension deduite de A. On va voir que V est isomorphe 
a S*. Rappelons les definitions de S et V. Soient 

/i = 7] © /i : Fi — > E®Fo, u = X®di: Di — > F* ® Dq, 

Alors on a S = {E ® Fq)/ Im(/i) et V = {F* © Do)/lm{u). Soit 



I : F*®Do 
(0,5o) ^ 



E* 



F* 



-K(5o),7o(0)-«(5o)) 

II est aise de montrer que / induit un isomorphisme / : V ~ Pour achever la demonstration 
on verifie aisement qu'on a un diagramme commutatif 







p* 



V 



E* 







g* 



E* 



□ 



4.5.2. Remarque : On pent obtenir un diagramme comme celui de la proposition |4.5.1| pour 
tout morphisme Di — > F* representant I'extension duale. En effet, si ip : Do F*, on a un 
diagramme commutatif 




4.6. Resolutions d'extensions 
Soit 

(L) ^ E ^ £ ^ F ^ 

une extension de faisceaux coherents sur X. Soit 

■■■^2 — Fi — Fo — F — 
une resolution localement libre de E. Soit 
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une resolution localement libre de F telle que (L) provienne d'un morphisme ai : Fi 
s'annulant sur Im(/2). (cf. [4.2| ). On en deduit une resolution localement libre de £ : 



E 



/2 



E 



S 







Cette resolution n'est malheureusement pas arbitrairement negative (a cause du terme Fq(BE), 
et ne pent done pas etre utilisee pour calculer des espaces du type Ext^{£,U), oii U est un 
faisceau coherent sur X. En fait seuls les elements qui proviennent de Ext^(F, W) peuvent etre 
construits (si p > 0). Cependant, si on prend les Fj suffisamment negatifs, on deduit aisement 
de la resolution precedente de S une nouvelle resolution 



Eo 



52 



oh 6o est la composee 



Fi ©El 



Eq ^ Fq 



So 







et 5i pour i > 1 est represente par une matrice 

h 

Oi Ci 

avec 9i : Fi ^ Ei^i. Les 6i verifient I'equation 

^i/j+i + Ci^i+i = 

pour i > 1. Si les resolutions de F et F sont adequates, tout element u de Ext^{£,U) pent etre 
represente par un morphisme 

{(f)p, ep) -.Fp^Ep^U 

s'annulant sur lm{6p+i), et u provient de Ext^(F, W) si et seulement si on pent le representer 
par un morphisme tel que ep = 0. En general I'image de u dans Ext^{E,U) est representee par 
€p : Ep ^ U. 

On a une suite exacte de complexes 

£2 



... P 




Reciproquement, si on a une suite exacte du type precedent, les morphismes 5i sont definis par 
/. 



des matrices 



, avec 9i : Fi ^ F.t_i, et (6'j)j>i definit un element de Ext^(F, F) qui 



est celui qui est associe a I'extension de F par F induite par la suite exacte de complexes. 
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5. FAISCEAUX REGULIERS 

Soit X une variete algebrique projective lisse et irreductible 



5.1. Definition des faisceaux reguliers 



5.1.1. Definition : Soit F un faisceau coherent X. On dit que F est regulier si 

- (i) F est sans torsion. 

- (a) F** est simple et 2-lisse (of. \2.3. 

- (Hi) Si F n'est pas localement libre, F** / F est parfait de codimension 2 (cf\K 



5.1.2. Remarques : 1 - La simplicite de F** entraine celle de F. 

2 - Si X est une surface, on voit aisement en utilisant la dualite de Serre que la 2-lissite de 
F** entraine celle de F, et que la condition (iii) est une consequence de (i). La definition d'un 
faisceau regulier est done plus simple dans ce cas : c'est un faisceau isomorphe au noyau d'un 
morphisme E ^ T, onT est un faisceau de dimension et E' un fibre vectoriel simple et 2-lisse. 



5.1.3. Lemme : Soient F un faisceau regulier non localement libre sur X et T = F**/F. 
Alors on a un diagramme commutatif canonique avec lignes et colonnes exactes 





Hom(F**, T) / End(r) Ext^(F**, F)/(End(r) /C) 



^ Hom(F, T) 



Ext\F,F) 
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Demonstration. On deduit de la suite exacte — > F — > F** — > T — > un diagramme 
commutatif 



C 
End(T) ^ Ext\T, F) 

^Hom(F*%T) ^Ext^(F**,F) 

Hom(F, T) Ext^(F, F) 

dont decoule aisement le lemme. □ 

Soit F un faisceau regulier sur X . On notera 

T{F) = F**/F, 

D{F) = Ext^(F**,F)/(End(T)/C) + Hom(F,T) C Ext^(F,F). 

On va voir dans |5.2| que D{F) correspond aux deformations de / obtenues en deformant F**, 
T et le morphisme surjectif F** — > T. 



5.2. Deformations de faisceaux reguliers 

Soit X une variete algebrique projective lisse et connexe. Soient T une famille de faisceaux 
parfaits de codimension 2 sur X, parametree par une variete algebrique irreductible Y et J-" une 
famille de faisceaux localement libres sur X parametree par une variete algebrique irreductible 
Z (cf. On note py : Y x Z Y , pz : Y x Z ^ Z , pvxz '.YxZxX^YxZ les 

projections. On suppose que les proprietes suivantes sont verifiees : 

(i) dim(Hom(jF2, Ty)) est independant des points fermes y de F et 2; de Z. 

(ii) si Y n'est pas reduite, pour tout y &Y, Ty est 2-lisse. 

(iii) pour tout z E Z, J^^ est simple et 2-lisse. 
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5.2.1. Lemme : Le faisceau coherent H = pYxz*{'Hom{pY[J^),p^^[T))) sur YxZ est 
localement litre. 

Demonstration. La dimension de Hom(jF2, Ty) ne depend pas des points y de Y et z de Z 
d'apres (i). Done si y et Z sont reduites H est bien localement libre (cf. par exemple [jl^, cor. 



II. 12. 9). Supposons que Y soit non reduite. Pour voir que H est localement libre on montre 
que c'est le cas au voisinage de toute paire de points fermes {y, z). On utilise des deformations 
semi-universelles de Ty et JF^ (cf. [Ol ). Elles sont parametrees par des germes lisses Uy et 
Vz respectivement (car JF^ est lisse et Ty aussi d'apres (ii)). Le faisceau Ti' analogue a Ti sur 
Uy X Vz est alors localement libre. II en est done de meme de Ti au voisinage de (x, y) puisque 
que c'est I'image reciproque de Ti' par le morphisme universel Y x Z ^ Uy x Vz defini au 
voisinage de {y,z). Dans le cas oil est Y est reduite, il suffit de considerer une deformation 
semi-universelle de JF^. □ 



On note I'ouvert de Ti. (vu comme fibre vectoriel sur YxZ) constitue des morphismes 
surjectifs J-'z Ty. Si p designe la projection Ti.^ Y x Z on a done un morphisme universel 
surjectif de faisceaux sur H'^ x X 

dont le noyau Q est une famille de faisceaux reguliers sur X. 

Soient I'ouvert du fibre en espaces projectifs P(?-^) constitue des points au dessus de HP 

et q : W{1HP) —>■ Y x Z, p^ : P(7i°) x X —>■ F{T-C^) les projections. On a comme precedemment 
un morphisme universel surjectif de faisceaux sur P(?i°) x X 

qKp^ziJ")) ® P*AOnn){-l)) qKpW)) 
dont le noyau Q' est une famille de faisceaux reguliers sur X. 



5.2.2. Proposition : Soit h un point ferme de liP , au dessus de {y, z) &Y x Z . Alors 

1 - Le morphisme de deformation infinitesimale de Kodaira- Spencer 

est a valeurs dans D{Qh). 

2 - Si T , sont des deformations completes de Ty, Tz respectivement, I'image de Uh est egale 



La proposition |5.2.2] est une consequence immediate des deux lemmes qui suivent. 

Soient W = H\{y]y,z, = G\Hy, = 'H\yx{z}, = Q\m- Soient 

ul : THl — > Exti(6;,, e;,), ul : THl ^ Exti(6;,,, 6?,,) 

les morphismes de deformation infinitesimale de Kodai'ra-Spencer de , Q'^ respectivement, au 
point /i, qui sont des restrictions de ojh- Soient enfin 

u:z : TUl — ^ Exti(.F„ .F,), Uy : TUl Ext\Ty, Ty) 
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les morphismes de deformation infinitesimale de Kodaira-Spencer de p^^i^)-: Py(X) respective- 
ment, au point h. 



5.2.3. Lemme : (i) L'application est a valeurs dans le sous-espace vectoriel 
Ext\gi\gH)/{End{Ty)/C) de Ext\gh,gk)- 

(a) La compos ee 



est egale a ujz- 

(Hi) L'image de uj\ est exactement Ext^(^^*, ^/i)/(End(7^)/C) si T est une deformation 
complete de Tz- 

Demonstration. Demontrons (i). Soit : ^ le morphisme correspondant a un element 
u de T7i/i. On a une suite exacte sur x X 







■v\{T)^p\{Ty, 







(oil pz '■ 'Hy ^ Z et px '■ 'Hy — X sont les projections). On en deduit la suite exacte 

— - d^^gy) — - <pKpW)) — -Px{%) — - 



sur Z2 X X. En projetant sur X on obtient le diagramme 3x3 suivant : 





— ^gh 



Tz 



■u 



X, 



V 



gh — -0 



000 

ou U = px.{<PKpUO'))) , V = px*(0«(4(-^))) • 
Dans le diagramme 3x3 precedent on a Ty © Ty 

= Px*{P*xi%)) ' 6t la suite exacte horizontal 
du bas est la suite exacte triviale. L'element de Ext^^g^, g^) associe a la suite exacte horizontale 
du haut n'est autre que oJ^i^{u), d'apres p.2.6| . Soit V C V le sous-faisceau image inverse du 
second facteur Ty par le morphisme V ^ Ty ®Ty. On a un diagramme commutatif canonique 
avec lignes exactes 







■U 







— - gh — - V — - Tz — - 
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Soit r] relement de Ext^^T^, Qh) = Ext^(^", Qh) correspondant a la suite exacte du bas. Alors 
le diagramme commutatif precedent montre que ujf^{u) est Timage de r] par I'application 

provenant de I'inclusion gh C gi*. Ceci demontre (i). 

Pour demontrer I'assertion (ii) du lemme |5.2.3| , on remarque que uJz{u) n'est autre que 



I'extension horizontale du milieu du diagramme 3x3 precedent, et (ii) decoule du diagramme 
commutatif avec lignes exactes 

— - gh — - V' — - — - 

V — - J'z — - 

Pour demontrer (iii) on se restreint a I'ouvert U de B.om{J-'z, Ty) correspondant aux morphismes 
surjectifs. On montre que la restriction de uj\ a TUh est a valeurs dans 

Hom(j-„7;) c Exi\g*^\gh)/{EYid{ry)ic) 

et que c'est meme I'identite de Hom(jF2,7^). On en deduit I'assertion (iii) a I'aide de (ii). □ 



5.2.4. Lemme : (i) L 'application ujf^ est a valeurs dans le sous-espace vectoriel Hom(^/i,7^) 

deExt\gh,gh)- 

(ii) La compos ee 

THl Romig^, Ty) Ext^Ty, Ty) 

est egale a ujy. 

(iii) L'image de est exactement Hom(^/i,7^) si T est une deformation complete de Ty. 



Demonstration. La demonstration de (i) est analogue a celle du (i) du lemme |5.2.3| . On aboutit 
a un diagramme 3x3 















■U 



gh — -0 



^ T z ^ ^z® ^z ^ ^ ; 
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ou la suite exacte horizontale du haut est associee a uj^{u). On en deduit un diagramme 
commutatif avec lignes exactes 







■J 2 







^T,- 

qui montre que Timage de cj^ dans Ext^(^ft,, JF^) = Ext^(^/i, ^^*) est nulle, et done que 'jJ^iu) 
provient de Hom(^/i, 7^). 



L'assertion (ii) est une consequence du coroUaire ^4.4.2| et (iii) se demontre comme le (iii) du 
lemme p.2.3| . □ 



On a des resultats analogues a la proposition |5.2.2| et aux lemmes |5.2.3| , ^.2.41 , en remplagant 
et Q par P(?-^°), Q' respectivement. 



5.3. Faisceaux reguliers sur les surfaces 

5.3.1. Proposition : On suppose que X est une surface. Soient F un faisceau regulier non 
localement litre sur X, et T = F**/F. 

Soient 

T] : Ext^(F, F**) Ext\F, T) ~ Ext'^{T, T), A : Ext2(T, F**) Ext'^{T, T) 

les applications induites par vr. Alors I'image de rj est Ad^(T) et A est surjective. On pose 
B{F) = keT{ri). Alors on a un diagramme 3x3 canonique 



-Hom(F**,T)/End(T) Ext^(F**, F)/(End(T)/C) Ext^F**, F**) -0 



Hom(F, T) 



Ext^(F,F) 



B{F) 



Ext\T, T) 



Ext2(T, F) 



ker(A) 
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Demonstration. On a un diagramme 

Ext\F, F**) Ext\F, T) ^ Ext2(F, F) 

tr2{F) 



Ext^ (T,T) 



tr-2(T) 



H\0 



X, 



oh la ligne du haut est exacte et le carre est anticommutatif (cf. p.3|) . Puisque tr2{F) 
est un isomorphisme on a lm{ri) = ker(tr2(T)). La seconde assertion decoule du fait que 
coker(A) C Ext^(T,F). 

Montrons maintenant que I'application Ext^(F, F) Ext^(T, F) est surjective. On a une suite 
exacte 

Ext^(F, F) ^ Ext2(T, F) ^ Ext^(F**, F) Ext^(F, F) 

done il suffit de montrer que est injective, et c'est immediat en utilisant la dualite de Serre 
et la lissite de F et F**. 



Le reste du lemme p.3.1| decoule aisement du lemme ^.1.3| et du diagramme commutatif avec 
lignes et colonnes exactes suivant : 



Ext^(T,F) 



Ext^(F**,F) 



Ext^(F,F) 



{0} = Ext^(T, F**) 



Ext\F**,F**) 



Ext^(T,F) 



Ext^(F,F** 



Ext^(T, F**) 



{0} = ExV{F*\T) 



Ext\F,T) 



Ext^ {F,F) 



Ext2(T, T) 



Ext^(F**,F**) = H\Ox 




{0} = Ext^(F**,T) 



□ 



5.3.2. Remarque : On voit que A ne pent etre bijective que si F est de rang L Done si 
rg{F) > 1, on a D{F) ^ Ext^(F, F). On retrouve le fait bien connu que sur une surface les 
faisceaux sans torsion de rang superieur a 1 peuvent etre deformes en faisceaux localement 
libres. 



5.3.3. Deformation des faisceaux reguliers sur les surfaces. La condition (i) de ^]2|est toujours 
verifiee. Soient A; > un entier, I'ouvert de Hilb'^(X) correspondant aux sous-scliemas 
constitues de k points distincts et C I'ouvert au dessus de X]^. On suppose que Y = Uk, 
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T etant le faisceau universel evident. Pour 1 < i < k, soient pj : [7^ — > X la i-eme projection, 
et J^i = {Iz X Pi)*{J^). Soit enfin 

w = p(^r) xu,.z---xu,.znn)- 

Pour tons (xi) eUket z e Z, la fibre de W au dessus de {{xi), z) est P(^*,a;J x • • • x P(J^*3.^). 
Pour 1 < i < A;, on note tTj : x X la i-eme projection. Soient pz la projection 

W ^ Z ei pu \a, projection W Uk- Alors on a un morphisme surjectif evident 

pUJ") ® ® ■ ■ ■ ® 7r*(a(^.)(-l)) ^ pIj{T). 

Son noyau V est une famille de faisceaux reguliers. 

Soit Ejfc le groupe des permutations de {1, . . . , k}. On considere Faction cvidente de sur Uk, 
W et V. Soient W = W/T^k, V = V/S^, qui est une famille de faisceaux reguliers parametree 
par W. Le resultat suivant decoule aisement de la construction de V : 



5.3.4. Proposition : Pour tout point w de W, le morphisme de deformation infinitesimale 
de Kodaira- Spencer 

u;^:rFfe^Ext^(V^,Vj 
est injectif et a pour image D{Vw)- 

Soient F un faisceau regulier tel qu'il existe w E W te\ que — F, U une deformation semi- 
universelle de F parametree par un germe {S, Sq) et / : (V, w) {S, Sq) un morphisme defini par 
U {V etant un voisinage adequat de w dans W). Alors I'image de / dans S ne depend que de F 
et de U, on la note D{U, F). Plus precisement, si U' est une autre deformation semi-universelle 
de F, parametree par un germe (S", Sq), et si : {S', s'q) — > {S, sq) est un isomorphisme tel que 
~ W, on a i{D{U', F)) = D{U, F). L'espace tangent de D{U, F) en sq est D{F). 

Soient T une variete algebrique, t un point ferme de T, £ un faisceau coherent sur T x X, plat 
qur T et tel que £t — F. On dit que £ est une deformation reguliere de F en t si un morphisme 
ip : {T,t) — > {S,so) tel que ip'^{Vl) ~ f est a valeurs dans D{U,F). On montre aisement que £ 
est une deformation reguliere de F en i si et seulement si il existe un ouvert U de T contenant 
t tel que £i[xx localement libre. Si c'est le cas on pent choisir U de telle sorte qu'il existe 
un unique morphisme \t' : W tel que \E'''(V) — £uxx- C'est pourquoi on peut dire que W, 
munie de V, est une sorte de variete de modules de faisceaux reguliers. 



5.4. Faisceaux reguliers sur les varietes de dimension superieure a 2 
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5.4.1. Proposition : On suppose que Ext^(F**, T) = Ext2(F**, T) = Hom(F*, T) = {0}. 
Alors on a un diagramme commutatif avec lignes et colonnes exactes 











-Hom(F**,T)/End(T) Ext^(F**, F)/(End(T)/C) Ext^(F**, F**) -0 



Hom(F, T) 



Ext\T, T) 



Ext^(F,F) 



Ext2(r,F) 



Ext^(F,F**) >0 





On a done Ext^(F, F) = D[F), et toute deformation de F s'obtient en deformant F**, T et le 
morphisme surjectif F** —>■ T. 

Demonstration. Le seul point non immediat sont la surjectivite des morphismes 

a : Ext^(F, F) Ext\F, F**) et /3 : Ext^(F, F) Ext^(r, F). En ce qui concerne le premier 

on a une suite exacte 

Ext^(F, F) Ext\F, F**) Ext\F, T) 
et il suffit de montrer que 77 = 0. Cela decoule du carre commutatif 

Ext^(F**, F**) > Ext^(F**, T) = {0} 



Ext^(F,F**) 



Ext^(F,T) 



ou la fleche de gauche est un isomorphisme parce que Ext^(T, F**) — Ext^(T, F**) = {0}. On 
a une suite exacte 

Ext^(F, F) Ext2(r, F) ^ Ext^(F**, F) Ex.t^{F, F) 

et il suffit de montrer que 7 est injective. Cela decoule du diagramme commutatif 

Ext^(F**, F) Ext^(F**, F**) 



Ext2(F,F) 



Ext^(F,F**) 



oil la fieche du haut est un isomorphisme parcc que Ext^(F**, T) = Ext^(F**, T) = {0}, et celle 
de droite une inclusion parce que Ext^(T,F**) = {0}. □ 
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On se place dans la situation de |5^ , les conditions (i), (ii), (iii) etant verifiees. On deduit 



aisement de la proposition 5.4.1 la 



5.4.2. Proposition : Soient h un point ferme de 7i°, au dessus de {y, z) eY x Z et q le 
point correspondant de F(H^). On suppose que H^{J-'z ®Ty) = {0}, et que T, T sont des 
deformations completes de Ty, Tz, respectivement. Alors on a 

(i) Q (resp. Q' ) est une deformation complete de Qh (resp. Q'^). 

(ii) Si de plus Y est reduite en y, la base d'une deformation semi-universelle de Qh est aussi 
reduite. 

(iii) Si Ty est simple et Y reduite en y, et si T , T sont des deformations semi-universelles de 
Tz, Ty respectivement, Q' est une deformation semi-universelle de Q'g. 



et le 



5.4.3. Corollaire : On suppose que Y munie de T et Z munie de T sont des varietes de 
modules fins (cf. |^. 6|j , que Y est reduit et que pour tout y eY le faisceau Ty est simple. Alors 
P(7i°) muni de Q' est une variete de modules fins. En particulier les faisceaux Q'^, q G ¥(TiP), 
constituent un ensemble ouvert. 



5.4.4. Exemples sur P3. Soient V un C-espace vectoriel de dimension 4 et P3 = P(\^). Soient 
Yq un ouvert lisse d'une composante irreductible d'un schema de Hilbert de courbes sur P3, 
constitue de courbes lisses et irreductibles et C ^ Fq la courbe universelle. Soient d le degre 
des courbes de Yq et g leur genre. Soit m un entier tel que 1 — g + m ei d soient premiers entre 



eux. Soit J*" Yq la jacobienne relative de degre m. D'apres il existe un fibre de Poincare 
J^rn sur J™ Xyy C. On pent voir JT^ comme un famille de faisceaux parfaits de codimension 2 
sur P3 parametree par J*". C'est meme une variete de modules fins. 

Soient d'autre part M une variete de modules fins de fibres vectoriels simples et 2-lisses sur P3, 



le fibre universel associe. Les conditions (i), (ii), (iii) de |5]^ et celles des propositions |5.4.1 



5.4.2| sont verifiees si m ^ 0. Dans ce cas, d'apres le corollaire |5.4.3| , P(?^°) muni de Q' est une 



variete de modules fins, constituee de faisceaux reguliers non localement libres. 

Par exemple on prend pour Yq la grassmannienne des droites de P3. Le fibre de Poincare Jm 
existe quelque soit m. Soit M(2; 0, 1, 0) la variete de modules des faisceaux semi-stables de 
rang 2 et de classes de Chern 0,1,0 sur P3. Soit M I'ouvert de M(2; 0, 1, 0) correspondant aux 
faisceaux localement libres (ce sont les fibres de correlation nulle) (cf. [^, 4.3, ex. 3). Alors 
M est canoniquement isomorphe au complementaire de la grassmannienne des droites de P3 
dans P(A^V^*) et il existe un fibre universel T sur M x P3. Alors les conditions (i), (ii), (iii) de 



0| et celles des propositions |5.4.1j , p.4.2| sont verifiees des que m > 0. 

Si on prend pour M la variete de modules fins constituee du seul fibre O, toutes les hypotheses 
de la proposition [5.4. 1| ne sont pas verifiees (on a h^{Oi) = h'^{0£{2)) 7^ 0) mais on a quand 
meme D(2e) = Ext (X^,X^). 
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6. Extensions larges - Definition 

Soient X une variete algebrique projective lisse connexe, OxiX) un fibre en droites tres ample 
sur X. 



6.1. Motivation 

Soient Eq un faisceau localement libre, F un faisceau regulier sur X, non localement libre, et 
n un entier. On considere des extensions 

^ E ^£ ^0 

avec E = Eo{n) . Soit T = F**/F. 



6.1.1. Lemme : // existe un entier uq tel que si n > uq, les proprietes suivantes soient 
verifiees : 

1 - On a Ext*(F**, E) = {0} pour i > 1 et Ext*(F, E) = {0} pour i > 2. 
2 -On a Ext*(E,F**) = {0} pour i < ^\m.{X) . 

3 - On a Ext-^i^F'jE) = {0} pour toute deformation localement libre F' de F. 

Demonstration. Cela decoule aisement du theoreme B de Serre. Le fait que Ext*(F, i?) est nul 
si i > 2 decoule du lemme 2.7.2 : on choisit d'abord uq suffisamment grand pour qu'on ait 
Ext'(F**, £') = pour i > 1, et on obtient alors des isomorphismes 

Ext^(F,E) ~ Ext^+^(T,E) 

pour i > 2, et Ext*^^(T, E) est nul si uq est assez grand. □ 



II decoule de 3- que les extensions non triviales de F par E proviennent essentiellement des 
singularites de F. On a d'ailleurs d'apres le lemme precedent un isomorphisme canonique 

Ext^(F,E) ~ Ext^(T,E) c^H^{E®uj^^ ®T^). 



6.1.2. Lemme : Soit a E Ext^{F, E) et O^E—^S^F-^Q I'extension associee. Alors 
£ est localement libre si et seulement si le morphisme E* T(F)^ <S) uj^^ associe a a est 
surjectif. 



Demonstration. Ce resultat est analogue au lemme 5.1.2 de PB| et se demontre de la meme 
fagon. □ 
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6.2. DUALITE ET DEFINITION DES EXTENSIONS LARGES 

On considere une extension comme dans le lemme 17.3.2 



(L) -0, 

ou £ est localement libre. On deduit de la suite exacte precedente la suite exacte 

^ F* ^ £* ^ E* ^ Sxt\F, Ox) ~ ® u]^^ ^ 0. 

Le morphisme surjectif precedent cj) : E* T"^ ® co^^ est exactement I'element de 
Ext\F,E) ^ Hom(S*,T ® cox^) associe a A (cf. lemme |6.1.2| ). On pose G = ker(0), done 



G**/G = T"^ ®uj^^ . On a alors E G*. L'extension (L) s'ecrit done 

^ G* ^ £ ^ F 

et on obtient aussi l'extension supplementaire 

(L*) -F* ^£* -0. 

L'extension (L) est entierement determinee par les fibres vectoriels F*, G*, le faisceau parfait 
T et deux morphismes surjectifs 

• Celui qui definit F, t : F** T, 

• Celui provenant de I'element a de Ext^(F, F) associe a (L), 

(f):G** — > T"" ®uj^\ 

De la meme maniere l'extension (L*) est entierement determinee par les fibres vectoriels F*, 
G*, le faisceau parfait T = T"^ C?) et les morphismes surjectifs 

• Celui qui definit G, r* : G** f, 

• Celui provenant de I'element a* de Ext^(G',F*) associe a {L*), 

0* . p** , f V ^ ^^1 ^ J. 



6.2.1. Proposition : Les morphismes correspondant a (L) et (L*) sont les memes : on a 

T* = 0, (j)* = T. 

Demonstration. Cela decoule aisement de I'associativite des Ext. □ 



6.2.2. Definition : On appelle extension large une extension 

^ G* ^ £ ^ F ^ 

comme precedemment, l'extension associee 

^ p* ^ g* ^ G ^ 



etant appelee extension duale, telle que les proprietes du lemme \6.1.1\ soient verifiees, c'est-d- 
dire 

Ext^(F**,G*) = {0} si i > 1, 
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Ext\F,G*) = Ext\G,F*) = {0} si i>2, 
ExV{G*,F**) = {0} si 2<dim(X), 

et que : 

1. £ est localement litre. 

2. F et G sont reguliers. 

On appelle aussi extensions larges les fibres vectoriels £. 



Examinons maintenant comment on pent construire des extensions larges. Soient Gq, Fq des 
faisceaux localement libres et Tq un faisceau parfait sur X. On suppose que pour p ^ i\ 
existe des morphismes surjectifs Fq — > Tq{p), Gq — > Tq{p). Alors, si n ^ m ^ 0, il existe 
des morphismes surjectifs 

TT : Fo — >To{m), p : Go{-n) — > To(-m) 

definissant une extension large, avec F = ker(7r), G = ker(p) et T = To(m). 



6.3. EXEMPLES 

6.3.1. Exemple 1 - Fibres instables de rang 2 sur une surface 

On suppose que X est une surface. Soient F C X un sous-schema de dimension et Xy le 
faisceau d'ideaux de Y . 

Soient Cq, Ci des fibres en droites sur X tels que 

h^{Cl ® CI) = ® CI) = h\Co ® Ci) = h\Co (g) Ci) = h\Co ®Ci®Xy® ujx) = 0. 
Alors il existe des extensions larges 

C*o £ ^ Ci ® Xy ^ 

En particulier, soit m > un entier tel que 

/i°(Jy ® Luxi-m)) = h\Ox{m)) = h\Ox{mj) = h\Ox{-m)) = {0}. 
Alors il existe des extensions larges 

Ox{m) £ Jy 

Le cas de P2 est etudie dans |^. Dans ce cas la seule condition est m > 0. 
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6.3.2. Exemple 2 - Fibres instables de rang 2 sur une variete de dimension n > 2 

Soit n = dim(X). Soit Y G X une sous- variete fermee localement intersection complete, de 
faisceau d'ideaux ly, Cq, Ci des fibres en droites sur X tels que Co ® Ci ~ det^My/x) {-f^Y/x 
designant le fibre normal de Y). On suppose que 

h'{C*o ® £*) = si i > 1, h%Co ® £1) = si i < n, 

h\Co ® Ci ^ly ^ ux) = si i<n-2. 
Alors il existe des extensions larges 

>-C*Q >-S ^Ci®Xy -0 

Remarquons que si Y est irreductible, il existe essentiellement une seule telle extension. 
En particulier, soit m > un entier tel que 

h\Ox{m)) =0 si 2 > 1, h'{Ox{-m)) = si i < n, h\Xy ® ujx{-m)) = si i<n-2. 
Alors il existe des extensions larges 

Ox{m) £ ly 

Dans le cas de P„ la seule condition est m > 0. Precisons que I'existence des sous-varietes Y 
n'est pas assuree si n > 3, car I'liypotliese det(A/'y/x) — Ox{—'m) entraine que Y ne pent pas 
etre une intersection complete. On conjecture en fait qu'il n'existe pas de telles y si n > 5 (cf. 



6.3.3. Exemple 3 - Fibres de rang Sieve sur ¥2 

Soit E un fibre exceptionnel sur P2 (cf. |2]^). Soient m > 1, r > 2, ci, C2 des entiers et tels que 

^i{E) < ^ < fi{E) + XE 
r 

et que les faisceaux coherents E' de rang r et de classes de Chern ci, C2 verifient I'equation 
x{E', E) = 0. Soit T un faisceau de dimension tel qu'il existe des morphismes surjectifs 
E T et O ® C" —>■ T. D'apres p[, prop. 3.6, il existe des fibres stables E' de rang r et de 
classes de Chern ci, C2 tels que Ext {E,E') = {0}. Alors il existe des extensions larges 

— >G* — >S — >F — ^0 

oil G (resp. F) est le noyau d'un morphisme surjectif E'* —>■ T (resp. E —>■ T). 

Dans la figure ci-dessous on a represente la position du point de correspondant aux fibres 
E\ 
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A 




Figure 3 - Position de E' dans le plan de coordonnees (/i, A) 



Rappelons qu'on dit qu'un faisceau coherent JF sur P2 est prioritaire s'il est sans torsion et 
qu'on a Ext^(jF, JF(— 1)) = {0} (cf. [0). 11 est facile de voir que le faisceau S precedent est 
prioritaire. On a de plus fi{E) < jj,{£) < fi{F'). D'autre part, on a 

/iO(T) 



A(^) = C + 



rg{E) + r ' 



avec 



Done si h^(T) est suffisamment grand, le point du plan correspondant a £^ se trouve au 
dessus du graphe de la fonction A = (cf. Puisque le champ des faisceaux prioritaires 
est irreductible d'apres [|^, cela entraine que £ se deforme en fibres stables. Dans ce cas les 
deformations de £ ne sont pas des extensions larges du meme type (cf |9.3|). 



6.4. Construction des extensions larges 

On refait maintenant les constructions precedentes dans un ordre different. On considere des 
fibres vectoriels F, G, et un faisceau parfait T sur X. On pose 

f = £xt^{T,Ox) ^ T^^ujx^. 

La transposition definit un isomorphisme canonique End(T) ~ End(T). Soient 

7r:F — >T, p : G — >f 
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des morphismes surjectifs. On pose F = ker(7r), G = ker(p), de telle sorte que F = F** 
G = G** . On se place dans le cas ou comme dans n et p definissent une extension large 



(L) G* — £ — F 



associee a a G Ext^(F, G*) et 1 'extension duale 



(L*) F* £* — ^ G 

associee a a * e Ext^(G,F*). Rappelons qu'on a des isomorphismes canoniques 

6{7t) : Sxt\G, Ox) T, 6'{p) : Sxt\F, Ox) ^ f 
provenant des suites exactes 



p 



^F ^0, ^G ^0 

et des isomorphismes T ^ 8xt^{T, Ox)-, T ~ 8xt^{T, Ox)- 
D'apres ^]2| il existe une resolution localement libre de F 

...F,^F,^Fo^F^O 



et une resolution localement libre de G 

telles que (L) provienne d'un morphisme ai : Fi — > G* s'annulant sur I'image de /2, et que 
(L*) provienne d'un morphisme al : Gi — > F* s'annulant sur I'image de g2- 

On retrouve les donnees de depart a partir de ai, (j\ de la fagon suivante : on a un isomorphisme 
canonique 

8xt\G,Ox) ^ ker(*^72)/Im(*(7i), 
^al est a valeurs dans ker(*5f2) et vr n'est autre que la composee 

F** — ^ ker(*5f2) — ker(*5f2)/ Imi^gi). 
On retrouve de meme p a partir de cxi. 

On obtient alors des resolutions localement libres de £ et £* 

f2 (/l,o-l) 

■ ■ ■ F2 ^ Fi Fo(BG* £ 

■ ■ ■ G2 — Gi — Go © F* £* 0. 

On a des diagrammes commutatifs 



Fo®G* — , Fo®G* >^£ 

h 



p 

F "G* 



et des diagrammes analogues pour £* . 
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On deduit des resolutions precedentes de E et E* la suite exacte 



F2 Fi ^^'''''^ ^ Fo ® G* — ^ F** © G*Q 



Gl ^G*^ 



Des diagrammes commutatifs precedents on deduit que 9 est de la forme 

, _ , A 



avec a : Fo ^ Gq. De I'exactitude de la suite precedente on deduit le diagramme commutatif 
suivant : 







G* 



90 



G* 
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— ^ ^1 ^ ^2 



On obtient de meme le diagramme dual 



^ <-ro 







(^1 



V2 



r " 1 ^ 2 

Remarquons que ces diagrammes induisent des morphismes de resolutions de T et T : 







G* 



go 



G* 



91 



ker(*^2) T 



U^2 ^ Lri ^ Lro *~ Lr 







'/o 



cri 



F*^kerC/2)^f 



Ces resolutions permettent d'expliciter partiellement les isomorphismes 

Ext2(T, W) ~ Rom{W*,f), Ext\f, W) ~ Roui{W*, T), 

etant un fibre vectoriel sur X. Soit fi : Fi ^ W un morphisme s'annulant sur Im(/2). 
Ce morphisme definit un element u de Ext^ (T,W) d'apres la resolution precedente de T. Le 
morphisme */x : W* F^ est a valeurs dans ker(*/2), et la composition avec le morphisme 
ker(*/2) — > T du diagramme precedent donne le morphisme W* — > T associe a u. 
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7. Proprietes des extensions larges 



On utilise ici les notations et resultats de | 
done une extension large 



et plus particulierement ceux de 6.4. On considere 



(L) G* — S — F 

et le sujet principal de ce chapitre est I'etude de la structure de Ext^(£^,£^) induite par la suite 
exacte precedente et la suite exacte duale. 



7.1. L 'application CANONIQUE End(T) ^ Ext"^ (£", £") 

Examinons les actions de Aut(T) = Aut(f) sur Ext^(F,G'*) et Ext^(G',F*). 

Ces actions proviennent des isomorphismes canoniques Ext^(F, G*) ^ Hom(G**, T) et 

Ext^(G, F*) ~ Hom(F**,T) respectivement. 

Soit e e Aut(T). Mors on a 5'{^9 o p) = 0-^ o 5'{p), 5(6-^ o tt) = *^ o 5{tt) . II en decoule 
que 6'{^6 o p)~^ o 6^^ o tt = 6'{p)^^ o tt, 6{9^^ o vr)^^ o^6 o p = 6'{p)^^ o tt . On en deduit que 
les morphismes ai, a^, a correspondant a {9^^ 071,^6 o p) sont les memes que ceux qui corre- 
spondent a (tt, p). 

Soient 

^0 : End(f ) — > Ext\£, £), Co- End(T) — > Ext^(£:*, £*) 
les applications composees : 

End(f ) Hom(G**, f ) Ext^(F, G*) Exti(^, G*) — Ext^(^, 

End(T) Hom(F**, T) Ext^(G, F*) Y.^i^{£\ F*) Ext^(^*, £*) 
oil a, 6, a', h' sont induits par (L), {L*), v est la multiplication par p, et v' celle par vr. 



7.1.1. Proposition : On a = Q, compte tenu des identifications End(T) ~ End(T), 
Ext^(^,f) ~ Ext^(^*,^*). 

Demonstration. On considere les morphismes 

a[:Fi — > G\ a[* : d — > F\ a' : Fq — > G* 

correspondant a 

^o7r:F >T, p : G >f. 

Ce sont les memes que ceux qui correspondent a 

vr : F — >T, ^6 o p : G — ^ f . 
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L'element ^{9) de Ext^(F, G*) provient de a[, et a o u{6) aussi, compte tenu de la resolution 
deS : 

...F2-^F,-^Fo®G*^S^O. 

Done b o ao v(6) provient de la composee Fi ^ G*^ ^ £ . De meme b' o a' o v'{d) provient 

de la composee Gi ^ F*^ ^8* ■ On obtient alors le diagramme commutatif suivant : 

Gi Go © F* 8* 



G* 



8* 



F* © G** 



F* 



ou les ligne du haut et du bas proviennent des resolutions de £^ et vues precedemment, et 9 
est defini par la matrice 

V - *a Vo 
90 

On en deduit avec la proposition [4.5. 1|, que b' o a' o v'(9) = b o a o v{9). □ 



7.2. L'application canonique Yj-xi^ {£ , £) —> Ad^(r) 

On utilise les notations et resultats de p.4| . L'application Hom(G*,T) — > Ext^(G*,F) deduite 
de TT est un isomorphisme, car Hom(G*, F**) = Ext^(G*,F**) = {0}. On note B son inverse. 
De meme, l'application Hom(F*, T) Ext^(F*, G) deduite de p est un isomorphisme. On note 
B' son inverse. 



7.2.1. Lemme : Les applications composees 

Ext\8, 8) — Ext^(G*, F) — Hom(G*, T) Ext^f, G**) — Ext^f, f) 

Ext\8*, 8*) Ext^(F*, G) Hom(F*, f ) Ext^(r, F**) Exi^{T, T) 

oil A, A' sont induits par (L), (L'), G' par vr, et G par p sont a valeurs dans Ad^(T), Ad^(T) 
respectivement. 

Demonstration. Dans le premier cas l'application A est a valeurs dans le noyau de la multi- 
plication par a Ext^(G*,F) Ext^(F, F), et le resultat decoule de la proposition [7.4.5| . Le 
second cas est analogue. □ 
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On note 

6 : Ext\S,S) — y Ad^{f), C2 ■ Ext\S*,S*) — > Ad^{T) 
les applications composees du lemme [7.2. 1| . 



7.2.2. Proposition : On a = —^2; compte tenu des identifications 
Ext\T,T) ~ Exe{f,f), Ext\S,£) ~ Ext\£*,£*). 

Demonstration. On utilise les notations de |6.4| . On clioisit comme precedemment des resolutions 
localement libres suffisamment "negatives" : 



■ ■ G2 ^ Gi 5~ Go ^ G ^ 



■ ■ ■ Ljr2 ^ ^ '-^0 ^ ^ 







de telle sorte que les extensions larges soient construites comme dans |6.4| et qu'on ait des 
resolutions localement libres 



■■■F'Q)Go 







■G' 
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a partir desquelles les Ext*(£^,— ) et Ext*(£^*,— ) puissent etre construits (cf. Rappelons 
que pour i > 0, 6* provient d'une matrice 



et 6i d'une matrice 



fl <yr 

g^ 



9'. ^1 



Oi . Gi 



/, 

On a aussi cti = g'^o crj', o"i = /g o a^* . 

Etape 1. On montre d'abord que le diagramme 

Ext^(^,^) — 

f 

Ext^(G*,f) = Ext^(f*,G**) 



a?* : F 



F' 



Exi^{£\£* 



Ext^{S\G) 
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est commutatif. Soit u G Ext^(£^, £), provenant de Ui : G[ © Fi — > £ . D'apres ^75| , on peut 
supposer qu'il existe un diagramme commutatif 



{Do) G[ © Fi 

Ml 

1 

£ — 



£ 



F^* © Gl Ff © G\ 

et *-u* : F[ (BGi £* represente u, vu comme element de Ext^(£^*, £^*). D'autre part, f{u) 
est represente par Ui^g[ '■ G[ — > Fi, et g{u) par le morphisme compose 



: F[ © Gi — £* 



G. 



D'apres [4.5| , pour verifier que h o g{u) = f{u) il suffit de trouver un diagramme commutatif 



9i 



Gn 



9'q 



G* 



"l|Gi 



£ F^* © G* Ff © Gl 

Mais un tel diagramme decoule aisement du diagramme precedent (-Do)- 
II suffit done de montrer que le diagramme 

Ext^ (G*, £) Ext^ {£*, G) 



Ao 

Ext\G*,F) 

B 

Hom(G'*,T) 



Ext2(T,G**) 
c 

Ext2(f, f) = 



A' 



Ext\F*,G) 



B' 



Hom(F*,T) 



Ext^(T, F**) 
c 

Ext^ (T,T) 



oil les fieches proviennent de (L), {L*), vr et p est commutatif. 

Etape 2 . On part de v E Ext {£*,G), represente par un morphisme 

(A, 7) : f;©Gi — 

s'annulant sur Im(5|). D'apres |4.5| , on peut supposer qu'il existe un diagramme commutatif 



(Z^i) F{ © Gl - 

(A,7) 



F^®Go 



Wo 



(eo.Xo) 



Gn 



£* 



G'/ 
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et ^6 : G'l ^ £ s'annule sur Im((72) et represente h{v). 

D'autre part, X : F[ ^ G** s'annule sur Im(/2) et represente A'q{v), Aq o h{v) est represente 
par le morphisme compose fj. : G'l ^ £ ^ G** ■ 

Etape 3 . Puisque Ext^(F*, G*) = Ext^(G*, F*) = {0}, il existe des dia errammes commutatifs 
etendant A et /i 



Ao 



G* 



9'i 



G'r 



9o 




Mo 



■T 



et on a X = B' o Aq{v), Ji = B o Aq o h{v) . D'apres {Di) et les deux diagrammes 
precedents, on a eo/( = ^f^o-^ = *fi'o-^o/i • Done (eo — *'?o'^o)/i = 0. 11 existe done un mor- 
phisme ip : F* G'q* tel que eo — ^'q'qXq = ipfo- On pent alors prendre /xq = V; car 
^foi'gi = (*eo - *Aofi'o)5'i = *eofl'i = V • On pent done supposer qu'on a eo = ^g'oXo + Vo/o- 

Etape 4 ■ On utilise maintenant les resolutions canoniques de T et T (cf. la fin de |6.4|) . On 
va montrer qu'il existe un morphisme fi' : G* — > ker(*(yf2) tel que it' o fi' = J[ . 

D'apres la construction des extensions (cf. |4.2|) il existe un diagramme commutatif avec lignes 
exactes 

90 



G 



■£* 



-^G 

En le dualisant on obtient le diagramme commutatif avec lignes exactes suivant : 











G* 



G* 



90 



£ 







"91 



ker(*5(2) 



T 











Cela prouve que les deux suites exactes de ce diagramme induisent le meme element de 
Ext^(T, G*) (c'est en fait evidemment p). Ceci prouve que le diagramme suivant, oil les fleches 
sont induites par le diagramme precedent, est commutatif : 

Hom(G'*, T) Ext\G*, G*JG*) 



Ext\G*,F) 



Ext\G*,G*] 
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On a rj{B^^(ji)) = (car B^^{jl) provient de Ext^{G*,S)). Done on a z/' o = 0. Mais 
u' est injeetive, ear Ext^(G'*, Gq) = {0} (les resolutions sont suffisamment "negatives"). Done 
i^iJi) = 0. Ceci prouve ['existence de fi'. 

On montre de meme qu'il existe un morphisme A' : F* — > F* tel que p' o X' = X . Ici la 
situation est legerement differente, car B'~^{X) provient de Ext^(£^*,G), et il faudrait qu'il 
provienne de Ext\F*,£*). Mais on a un diagramme commutatif 



Ext^(^*,^* 



Ext\F*,£* 



Ext\£*, G) Ext^(F*, G) 



on g est surjective d'apres la proposition |7.3.2| . Done si B' ^(A) provient de Ext^(£^*, G), il 
provient aussi de Ext^(F*, 

Etape 5 . II decoule de ce qui precede que C o B o Aq o h{v) est represente par 
fi' : G* — > ker(*5f2) compte tenu de la resolution de T 







G* 



go 







et G' o B' o Aq{v) est represente par A' : F* — > F^ compte tenu de la resolution de T 



...F,J^F,^Fo^F**^T' 



. 



On utilise maintenant le diagramme commutatif defini a la fin de pA 



_ /2 _ /l _ fo 

F2 ^ Fi ^ Fo ^ F** 







G* 



90 



G^^kerC^^)— T 



II suffit done de trouver des morphismes H : Fi Gq, K : Fq ^ G^ tels que 

^al^X' + p'oi = Kfi + ^giH , ou ce qui revient au meme AV^ + = */i*-^ + ^Hgi . 

Etape 6 . On a 

p'Ccr',C9M<-X'al) = p'(ViAo_- A'/^X 

= (pAo-A/^X 
= 0. 

Done Vi(*5'o-^o)o-r " ^''^1 est a valeurs dans ker(p') = Im(*/i)- Puisque Ext^(Gi,F*) = {0}, 
on pent ecrire 

avec X : Gi —>■ Fq. De meme, on a 

7r'(Vr(V>o)a?-/^Vi) = 0, 
done puisque Ext^(Fi,G*) = {0}, on pent ecrire 
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avec F : Fi ^ Gg, c'est-a-dire 
On a done 

(cf. la fin de I'etape 3). 

II suffit done de montrer qu'il existe des morphismes H' : Gq ^ et K' : Gi ^ Fq tels que 

(^1^0(^1 = JiJ^ + -n 9i- 
On utilise maintenant le diagramme eommutatif (-Di) et celui de la fin de I'etape 5. Puisque 
Ext^(Gi, ker(5fo)) = {0}, il existe un morphisme 70 : Gi — Gq tel que 7 = (y'o7o- On a alors 

VJ'eo< -7ia7o = (r%a^^ - (Tigolo 
= V%<-Vi7 

= -<^iXo9i 

(d'apres le carre eommutatif de gauche de (-Di))- On obtient finalement 

V°eoCT°* = */itt7o - V?Xo^i, 
ce qui demontre la proposition |7.2.2|. □ 



7.3. DiAGRAMMES 3x3 CANONIQUES 

On utilise les notations et resultats de |6l^ . On s'interesse a la structure induite sur Ext^(£^,£^) 
par les suites exactes (L) et (L'). 

On note ^2(0") le noyau de la multiplication a gauche par a 

ax : Ext^(G*, F) — > Ext'^{F, F). 
Si X est une surface ^2(0") est aussi le noyau de la multiplication a droite par a 

xa : Ext^(G*, F) — > Ext\G*, G*) 
a cause du diagramme anticommutatif 

Ext\G% F) ^ Ext2(F, F) 

tr2{F) 



Ext'(G*,G*) 



et du fait que tr2{F) et tr2(G*) sont des isomorphismes. 
On note -82(0") le noyau de la multiplication a gauche par a 

ax : Ext^(G*,^) — > Ext\F,S). 
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7.3.1. Lemme : Si X est une surface, on a B2{a) — Ext^(G*,£). 
Demonstration. On a un diagramme commutatif 

Ext^(F, 8) > Ext^(£:, S) 



Ext^(F,F) 



H\Ox) 



L'application / est un isomorphismc car Ext^(F, G*) = {0} ct tr2{F) est un isomorphisme. 
On en deduit que g est injective, et le lemme decoule du fait que le noyau de g est I'image de 
la multiplication a gauche par a Ext^(G*,£^) Ext^(F,£^) . □ 



7.3.2. Proposition : 1 - L'application canonique 

Hom(F, G*) e C ^ End(£:) 

(/, t) I iofop + tis 

est un isomorphisme, et Hom(G'*, £) — Hom(£^, F) — C. 

2 - On a un diagramme 3x3 canonique 



" " " 

^Ext\F,G*)/Ca ^Ext\£,G*) ^Ext\G*,G*) ^0 

^Ex.t\F,S) ^Ex.t\S,S) ^B2{a) >0 

> Ext^(F, F) > Ext^(£:, F) ^ A2{a) > 



3 - Si X est une surface, on a une suite exacte 

^ H^iOx) Ext'(£, S) Ext^G*, F**) ^ 0, 

j etant induit par Vinclusion Ox (l£* ®£, et q par (L). Cette suite exacte se scinde na- 
turellement. 
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Demonstration. L'assertion 1 est immediate. Demontrons 2. En considerant le diagramme 
commutatif 



h 

Ext\G*,G*) 



Ext\S,S) 

tr2{£) 



on montre comme dans le lemme |7.3.1| que le morphisme Ext^(£^, £) — > Ext^(£^, F) est surjectif, 
en utilisant la lissite de G*. Le diagramme 3x3 decoule alors du diagramme commutatif suivant 





Ext\£, G*) Ext^(G'*, G*) 



Ext\S, S) Ext^(G*, ^) Ext2(F, £) 



Ext^{8, F) ^ Ext^(G*, F) ^ Ext^(F, F) 



Exi^ {G\G*) 



H\Ox) 



L'assertion 3 est immediate. 



□ 



Posons 

M = Ext^(^,G'*) C iV = Ext^(G',^*) cExt^(f,^), 
= Ext\S*,F*) C N, = Ext\F,S) C Ext\S,S). 
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D'apres la proposition [7. 3 .21 , ces sous-espaces vectoriels s'inserent dans les diagrammes 3x3 
canoniques suivants 





Ext^(F, G*)/€a M Ext^(G*, G* 



Ext^(^,^) 



Ext^(F, F) Ext^(^, F) 



Bo(a] 



^Ext\G,F*)/Ca* 



Ext^^*,^*^ 



Ext^(G, G) Ext^(^*, G) A2{a 



Ext\F*,F*) ^0 



7.3.3. Lemme : Le quotient N/M (resp. N^/M^,) s'identifie naturellement un sous-espace 
vectoriel de }lom{S,T) (resp. B.om{S* ,T)), qui est B.om{S , T) (resp. }lom{S* , T) ) tout entier 
si X est une surface. On a des isomorphismes canoniques 

Mr}N, Ext^(F,G*)/Ca ~ Hom(G**, f )/Cp, 
niV ^ Exti(G,F*)/Ca* ~ Hom(F**,T)/C7r, 

Demonstration. Montrons que N/M C Hom(£^,T). De la suite exacte 
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on deduit la suite exacte 

Ext\G*\S*y Ext\G, S*) Ext^(f , £*) Ext\G*\ S*) Ext\G, S*) 

d'ou rinclusion decoule. Si X est une surface, il faut montrer que / est injective. En utilisant 
le fait que 

Ext^(G**,F*) = {0} sii>l 

et que T est de dimension 0, on voit que les applications canoniques 

Ext\G**,S*) — > Ext\G**, G), Ext\G**, G) — > Ext\G**, G**) 

induites par (L), (L*) sont des isomorphismes. Mais puisque G** est 2-lisse, I'application trace 
tr2{G**) est est un isomorpliisme. Le fait que / est injective decoule done du diagramme 
commutatif suivant : 

Ext'^{G*\£*) ^ Ext^(G**, G**) 

Ex\^[G, E*) Ext2(G, G) 

Le cas de N^^jM^ est semblable. 

Les autres isomorphismes decoulent des diagrammes precedents. □ 



7.4. QUELQUES DIAGRAMMES COMMUTATIFS OU ANTICOMMUTATIFS 



Les demonstrations de quelques uns des resultats suivants sont omises. Elles sont analogues a 
celles des propositions |7.1.1| et |7.2.2 . 



7.4.1. Proposition : On considere le diagramme 

Ext2(r, G*) 

Si 

Ext\F,G*) 



Hom(G'**,T) 



So 



Ext\S,G*) = Ext\G**,S*) ^^Ext\G**,G) 

OU 6o, 6i sont les morphismes de liaison provenant des suites exactes longues provenant des 
suites exactes 



O^G^G* 



T ^ 0, 0^ F ^ F* 



T ^ 
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respectivement, a etant induit par le morphisme £ ^ F eth par le morphisme £* ^ G. 
Alors ce diagramme est anticommutatif. 



7.4.1 



On a bien entendu un diagramme anti-commutatif analogue "dual" de celui de la proposition 

Ext2(f , F*) Hom(F**, T) 

Ext\G,F*) 

Ext\£*,F*) = Ext\F**,£) ^Ext^(F**,F) 



On utilisera en 7.5 la 



7.4.2. Proposition : On considere le diagramme 

Ext\F,S)^^Ext\S,S) ^ Ext^(^*,^*) ^^Ext^(F*,G') ^^Hom(F*,f) 

d ^ 

Ext\F, F) Ext^(T, F) ^ Ext2(T, F**) 



ou c et d proviennent de (L) et f de ix. Alors ce diagramme est commutatif. 



On a bien entendu un diagramme commutatif analogue "dual" de celui de la proposition [7.4.2 
Ext^(G, S*) Ext^(^*, S*) ~ Ext^(^, S) Ext^(G*, F) Hom(G*, T) 



Ext^(G, G) 



Ext^(T,G) 



Ext^(r,G**^ 



7.4.3. Proposition : Le diagramme canonique 



Hom(G*, T) Ext\F, T) 



Ext2(r,G** 
c 



Do 



Ext\T, T) — Ext^(T, T) 
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( oil Co provient de (L) et Dq de it) est commutatif. 

Demonstration. On peut deduire ce resultat de la demonstration de la proposition |7.2.2| ou le 
demontrer directement de maniere analogue. □ 



7.4.4. Proposition : Si X est une surface, alors les applications ^2 e.t ^2 sont surjectives. 

Demonstration. II suffit de prouver que ^2 est surjective. Compte tenu de la definition de ^2 
dans [77^ , cela decoule du fait que I'image de A est A2{a), B est un isomorphisme, et C est 
surjective, car coker(C) C Ext'^(T,G). □ 



7.4.5. Proposition : Le diagramme suivant 

Exti(G*, F) Ext2(F, F) 

Hom(G*,T) 



tT2(F) 



Xj 



tr2{T) 



Ext^ {T,G**] 



c 



Ext^ (T,T) 



ou xa est la multiplication par o est anticommutatif. 

Demonstration. Cela decoule du diagramme commutatif 

Ext\G*, F) Ext^F, F) 



du diagramme anticommutatif 



Hom(G*,r) ^Ext\F,T) 

Ext\F, T) Ext2(F, F) , 

tr2{F) 

Exi\T,T)^^H\Ox) 

de la compatibilite de 1' isomorphisme Ext^(T, T) ~ Ext^(T, T) avec la trace, et du diagramme 
commutatif canonique 

Ext2(T, G*) ® Hom(G'*, T) ^ Exi^{T, T) 



Hom(G**, T) ® Ext2(T, G**) ^ Ext^{T, T) 

(cf. la fin de|3). 



□ 
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7.4.6. Corollaire : Le diagmmme suivant 



Ext2(T,G** 



Hom(G'*,T) 



Ext\G*,F) 

oil p provient de p et 6c* de (L) est commutatif. 



Ext\G*,G*) 



Demonstration. Cela decoule de la proposition 7.4.5, des diagrammes 



Ext\G\ F) Ext2(G'*, G 



Ext2(F,F) 



tr2{F) 



tr2(G*) 



H\Ox) 



Ext^(T,G**) 
c 

Ext2(r,f) 



Ext\G**,G** 



tr-2(T) 



tr2(G**) 



H\0 



X, 



dont le premier est anticommutatif et le second commutatif, et de la lissite de G* . 



□ 



7.5. SOUS-ESPACES VECTORIELS CANONIQUES DE 'Ext^{£,£) 

On a des morphismes canoniques injectifs evidents 

End(T)/C/T — > Hom(F**, T)/C7r, End(f )/C/^ — > Hom(G**, r)/Cp, 

et End(T) et End(T) sont canoniquement isomorphes. On verra done End(T) comme un sous- 
espace vectoriel de Hom(F**,T) et Hom(G**,T), et End(T)/C comme un sous-espace vectoriel 
de M n A^* et M* fl N. Le fait que ces deux sous-espaces vectoriels coincident dans Ext^(£',£^) 
decoule de la proposition [7.1. 1| . 

7.5.1. Proposition : 1 - Le diagramme canonique 
M = Ext^(^, G*)^^^^^^^^^^ 

N = Ext\G,S*) 




Exti(G',G') 




Ext^(G'*%G') 
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(ou la fleche verticale provient de H : £* 
nique 

M, = Ext^(^*,F*) 



G) est commutatif. De meme, le diagramme cano- 



Ext\F,F) 



Ext\F**,F) 

( ou la fleche verticale provient de p : S ^ F ) est commutatif. 

2 - Soit QcN I'image reciproque (par le morphisme canonique N^Ext^{G,G)) de 
Vimage de Ext\G**,G) dans Ext\G,G). Alors on a McQ, M^nQ = M^nN et 
Q = M + M,nN. 

De meme, Soit C A^* I'image reciproque (par le morphisme canonique A^^, Ext'^ {F,F)) 
de I'zmage de Ext^(F**,F) dans Ext^(F,F). Alors on a C Q^, M n = M n et 
Q* = M^ + MnN^. 

3 - On a M n M, = End(T)/C et Q + = + M = M + M^. 

4 - On a Q n = n N + M n . 

Demonstration. 1- decoule aisement de I'associativite des Ext. 

Demontrons 2-. II est clair que M d Q. La seconde assertion decoule du fait que le noyau de 
Ext^(G, G) est fl A^, et la troisieme de 1-. 

L'assertion sur se demontre de la meme fagon. 

La derniere assertion de 3- decoule immediatement de 2-. II reste a montrer que 

M n = End(T)/C. D'apres le lemme p.3.1| et ce qui precede on a un diagramme commutatif 

avec lignes exactes 

End(T)/C M — Ext^(G'**, G')/(End(T)/C) 















M,nN 



Q Ext^G**, G')/(End(T)/C) 



N 



Ext^(G,G) 







oil j est injectif. D'apres la proposition |7.1.1| et la proposition |7.4.1| , pour tout 9 G End(T), si 
e est I'image de 9 dans End(T)/C, j(9) est I'image de o vr dans M^nN = Hom(F**, T)/C. 
La premiere assertion de 3- en decoule immediatement. 

L'assertion 4- decoule immediatement de 2-. □ 
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Le sous-espace vectoriel Q + = + M = M + M^, de Ext^(£^,£^) correspond aux de- 
formations de £ qui proviennent des deformations de ['extension large O^G*^£^^F^O 
lorsque T reste fixe, et Q (resp. Q*) correspond aux deformations de I'extension large lorsque 
seuls G** (resp. F**), p et vr bougent. 



7.5.2. Proposition : Soit P G N I'image reciproque (par le morphisme canonique 
N Ext^(G', G) ) de I'image de Hom(G, T) dans Ext"'^(G', G). Soit C A^* I'image reciproque 
(par le morphisme canonique — >■ Ext"'^(F, F)j de I'image de Hom(F, T) dans Ext^(F, F). 
On voit P et comme des sous-espaces vectoriels de Ext^(£^,£^). Alors on a 

P = P, =NnN,, 

pn{M + M,) = png = Png, = gng, = MnN, + M,nN, 

et des isomorphismes canoniques 

Hom(P,T) ~ {NnN,)/{MnN,), Rom{G,f) ~ {N n N,)/{M, n N). 

Demonstration. On montre d'abord que P C A^*. II sufiit de montrer que I'image de P par le 
morphisme canonique Ext^(£^,£^) Ext^(G*,£^) est nuUe. 

L'image de Hom(G',T) dans Ext^(G', G) est exactement le noyau de I'application canonique 
Ext^(G', G) Ext^(G', G**). L'assertion decoule alors du diagramme commutatif 

Ext^(G,^*) -Ext^(^*,^*) -Ext^(^*,G**) = Ext^(G*,^) 



Ext^(G, G) 



deduit de I'associativite des Ext. 



Ext^(G, G**) 



On a done P G N (1 N^,. Montrons maintenant que N H N^, G P. Cela decoule du diagramme 
commutatif deduit de I'associativite des Ext 



Ext\G,£*) 



Ext\G, G) 



Ext\S*,S*) = Ext\S,S) 



Ext\G,G**) ^Ext^(G*,^) = Ext^(^*,G**) 

et du fait que la fleche horizontale du bas est injective, car Hom(P*, G**) = {0}. 

On a done P = N (1 N^. De meme on a aussi P* = fl A^*. Une autre demonstration decoulera 
de celle de la proposition [7.5.4 . 



La seconde assertion de la proposition |7.5.2| decoule aisement de la premiere et de la proposition 
7.5. 1|, et la derniere est une consequence de la premiere et des definitions de P et P*. □ 



72 



JEAN-MARC DREZET 



Le sous-espace vectoriel P de Fjxt^{S,S) correspond aux deformations de I'extension large 
O^G*^S^F^O lorsque F** et G** restent fixes. 



7.5.3. Proposition: On a N + = ker(^2) = ker(^|). 
(^2 et ^2 sont definis en [7^ ). 

Demonstration. On reprend les notations de \l.'2\ . Le noyau de A' : Ext^(£^,£^) — > Ext^(F*,G') 
est + M^. Done .^2(^ + ^*) ~ {0}- D'autre part, on a d'apres la proposition [7.4.2| 

C^iN) = C'ogofod{N) = {0} 

car C o g = 0. On a done + A^^. C ker(^2) • L'inclusion inverse provient du diagramme 

On a done 
□ 



de la proposition |7.4.2| et de la surjectivite de d et / (d'apres le lemme ^.3.1 
ker(^;) = + A^^. On a de meme ker(^2) = A^ + A^*. 



Rappelons qu'on a d'apres le lemme [7.3.3| des inclusions canoniques 

N/M C Hom(^,r), NJM^ C Hom(£*,r). 

Soient Pq G N I'image reciproque de Hom(F, T) C Hom(£^,T), et Pq C A^* I'image reciproque 
de Hom(G,f) C Hom(£*,f). 



7.5.4. Proposition : Soient 

Sp:P — > Rom{G, f ), sp, : P, = P — > Hom(F, T) 

les projections (definies par les surjections N — > Ext"'^(G', G), Ext^(F, F) respectivement) , 

et 

Sp, ■ Po Hom(F, T), sp^ : P* ^ HomlC f ) 
les projections canoniques. Alors on a P = PqC] Pq , et les diagrammes suivants 




Hom(G', T) 




Hom(F, T) 



sont commutatifs. 

Demonstration. On utilise les resultats et notations de |6l^ . Soit u EExt^{F,£) = N^, 
represente par un morphisme Ui : Fi ^ S s'annulant sur Im(/2). L'image z/' de u dans 
Ext^(F, F) est representee par pui : Fi — > F. Supposons que z/' G Hom(F, T). Ceci equivaut a 
dire que I'image de u' dans Ext^(F, F**) est nulle. Cette image est representee par le compose 
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II existe done : Fq F** tel que z/" = uofi. On a alors i/o(Im(/i)) C F, done z/q induit 
un morphisme V : F —>■ T tel qu'on ait un diagramme eommutatif 



fo 



T 



et on a v = v' . On eonsidere la resolution de £ 



et la resolution de £* (cf. la demonstration de la proposition |7.2.2|) 



■■■F!,®G2 



F[ ® Gi F^ © Go £* 



Soit rji = [jijipi) : -F/ © Gi —>■ £* un morphisme s'annulant sur Im(52) representant u, vu 
comme element de Ext^(£^*, C'est un element de Ext^(G, d'apres la proposition |7.5.2 



On pent done supposer que 71 = 0. D'apres ^]5| on pent supposer qu'il existe un diagramme 
eommutatif 



£ 



Fo®G* 
e 



So 



£ 



Soit 



a b 
c d 



la matrice de G et 













M 




w J 


deduit 




b : G* 





<5T 



F^* © G*o F[* © G\ 



celle de *r/i(5o : Fq®G* ^ F[* © G*. Du dia- 



gramme eommutatif preeedent on deduit f[a = 0, f[b = . Done b se faetorise 



°. pi* 



et eomme Hom(G*, F**) = {0}, on a 6 = 0. De meme a se faetorise 



a : Fo ^ F** F^ 



On en deduit le diagramme eommutatif 



£ 



Fo(BG* 
0' 



So 



£ 



Vi 



^ '-^i 



oil 6' a pour matriee 



ao 
c d 



et *?7i(5o = De {E) on deduit que w = '^gid. II en 

deeoule que I'image de u (vu eomme element de Ext^(G, dans Ext^ (G,G) appartient a 
Hom(G, T), et que le morphisme rj : G ^ T eorrespondant est induit par e'est-a-dire qu'on 
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a *(i(Im((7i)) C G, et un diagramme commutatif 



GO G** 



G 



T 



On retrouve ainsi le resultat de la proposition 7.5.2 



De {E) on deduit aussi que z/q/i = ao/i; done on pent eerire = vq + tjfQ, oii t G C et j est 
I'inclusion F C F**. On considere maintenant Timage u" de u par le morphisme 

Ext\G,S*) — y Ext\f,S*) = Hom(£,T) 

induit par p. Elle provient de *?7i compte tenu de la resolution de T 



G* 



go 



n 



91 



ker(*^2) 



T 







(c'est-a-dire que z/' = n"'r]i). L 'image de u" dans Hom(G*, T) provient done de ^gid : G* — > G^, 
et est done nuUe. Done u" G Hom(F, T). Cela montre deja que P C Pq- On a un diagramme 
commutatif 



n 



"91 



- ker(*5(2) 
■ Fo © G* 



T 



G 

et z/" est induit par z/q, et provient done de f : Fq — G*. On a d'apres (E) 

t . 



5-1 c. 



Done z/" provient de V^Oi : Fq — > G^, et done aussi de Oq : Fq ^ F**, compte tenu de I'autre 
resolution de T 



■■Fi 



/i 



Fi 



/o 



T 







et de I'isomorphisme canonique entre les deux resolutions de T donne a la fin de 6.4 



Comme ao = z^o + ij/o; ^" provient aussi de z/q. On a done v" = u. Ceci prouve que le second 



diagramme de la proposition |7.5.4| est commutatif. 



□ 



7.5.5. Corollaire : On a Hom(F, T) C N/M et Hom(G, T) C N^/M^, compte tenu des inclu- 
sions N/M C Hom(^,T), NJM^ C Hom(£*,f). 

Demonstration. Cela decoule du fait que sp et sp^ sont surjectives. □ 
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7.6. Le tangent a l'espace des extensions 
On pose 

T = T{n,p) = P + M + M, = {M + N,)n{M, + N). 
On note H (resp. H^) le noyau de I'application canonique 

Hom(G*, T) — > Ext\F, T) (resp. Hom(F*, f ) — > Ext\G, f) 
(cf. prop. |7.4.5[ ). 



7.6.1. Proposition : Le quotient {N + N^)/T s'identifie naturellement a la somme directe 
d'un sous-espace vectoriel de H et d'un sous-espace vectoriel de H^. 

Demonstration. Rappelons que N/M (resp. N^,/M^:) s'identifie naturellement a un sous-espace 
vectoriel de Hom(£^,T)) (resp. Hom(£^*, T)). On a un morphisme bien defini 

$ : N/{M + NnK)® N,/{M, + N n N,) {N + N,)/T 

tel que $([^], [^*]) = [n + n^] pour tons n, n' dans N , respectivement. II est clair que c'est 



un isomorphisme, compte tenu du fait que P = N Ci d'apres la proposition |7.5.2| . II suffit 
done de trouver des isomorphismes canoniques 

N/{M + NnN,)c:^H, N,/{M, + Nr\N,) c:^H,. 

On ne definira que le premier, le second etant analogue. C'est une consequence de la suite 
exacte 

Hom(F, T) Hom(£, T) Hom(G'*, T) Ext^(F, T) 

de la derniere assertion de la proposition |7.5.2| et du corollaire [7.5.5| . □ 



7.6.2. Proposition : Si dim(X) >3 et Hom(G*,r) = Hom(F*,T) = {0}, on a 
Ext\S,S) = T. 

Demonstration. On a Ext^(G'*,F) ~ Hom(G*,T) = {0} et Ext^(F*,G) ~ Hom(F*,f) = {0}, 
done Ext^(£:, £) = N + = + M = N + d'apres D'autre part on a aussi 

+ A^,. = T d'apres la proposition [7.6. 1|, ou la definition de T plus haut. □ 



Soient U, V, Z des varietes algebriques irreductibles reduites, F, G des families de fibres 
vectoriels 2-lisses sur X parametrees par U, V respectivement. Soit T une famille de faisceaux 
parfaits de codimension 2 sur X parametree par Z, plate sur Z. On suppose que pour tons 
point fermes u, v, z de U, V, Z respectivement on a 

Ext^(F„, Z) = Ext*(G^, Z) = {0} si i > 1. 

On suppose aussi que les deformations semi-universelles des faisceaux % et % sont reduites. 
Alors les faisceaux 

n = pu>cz.{nom{plj{¥),p^z{T))), /C = pu.z*{nom{pl{G),p^ziV)) 
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sont localement libres (cf. ^]6| pour les notations). Soient TYq I'ouvert de 7i vu comme variete 
algebrique correspondant aux morphismes surjectifs dont le noyau est un faisceau regulier, et 
/Co I'ouvert analogue de /C. Soient 

ttf : — > f/ X Z, TTG : /Co — >V 

les projections. On a des morphismes canoniques universels surjectifs de faisceaux coherents 
sur 7^0 X X et /Co X respectivement : 

Soient JF = ker(n), Q = ker(i?). Ce sont des families plates de faisceaux reguliers sur X. On 
a une extension universelle sur Tio x /Co x X 

Soit I'ouvert de Hq x /Co correspondant aux extensions larges. On suppose qu'il est non 
vide. Soit 

Cest un faisceau localement libre sur W. Soit T le sous-fibre vectoriel de D defini de la fagon 
suivante : soit w un point ferme de W, qu'on pent voir comme une paire de morphismes 

vr : E„ — > %, p:G^ — > % 

ou M, f , z sont les projections de w sur [/, V , Z respectivement. Alors on a 

= T(7r,p). 



Le resultat suivant decoule de E^, p3| et 173 



7.6.3. Proposition : Soit w G W. Alors le morphisme de deformation infinitesimale de 
Kodaira- Spencer de E au point w 

est d valeurs dans T^. Soient u, v, z sont les projections de w sur U, V , Z respectivement. Si ¥ 
est une deformation complete de ¥u, G une deformation complete de et T une deformation 
complete de 7^, alors I'image de est exactement T^. 



On note W{Ti,p) le noyau de I'application 

A2{a)®A2{a*) — ^Ext2(T,T) 
egale a la restriction de (6,6*), on 9 et 9* sont respectivement les applications canoniques 

Exti(G'*,F) — ^ Ext2(f,f), Ext^(F*,G) — > Ext^ (T,T) 
definies en |7^ . Soit 

A : Exi\£,£) — > A2(a) © ^2(0-*) 
I'application canonique. Des propositions |7.2.2| et [7.6. 1| on deduit immediatement la 
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7.6.4. Proposition: On a T = ker(A), A{ExV{£,S)) = W{n, p) 
et A(iV + iV,) =ker(e) ©ker(r). 



7.7. MORPHISMES A VALEURS DANS Ext-^(r, T) 

On a un morphisme canonique 

u : P — Hom(G, f)^ Ext\G, G) 

qui est la restriction a P du morphisme Ext^(G', G) de |7]^. Soit 

(jyf.P — > Ext\f,f) 

le morphisme compose 

P Hom(G, f )^ Ext^(f , T) 

(pour le second morphisme voir le lemme p.3.1|) . On a de meme un morphisme canonique 

0r : P — > Ext\T,T). 



7.7.1. Proposition : 

Ext ^(T,T) ~ Ext i(f,f). 



On 



compte tenu de V identification 



Demonstration. Analogue a celles des propositions |7.1.1| et [7.2.2 



□ 



7.8. L'action de Hom(f,f) SUR Ext^(<S,<S) 

D'apres la proposition |7.3.2| , on a 

Hom(^,^) ~ C/^ ©Hom(F,G*). 

On pent done se restreindre a etudier Taction de Hom(F, G*) sur Ext^(£^, S). On a des isomor- 
phismes canoniques 

Hom(F,G*) ~ Hom(F**,G'*) ~ Hom(G**,F*) ~ Hom(G,F*). 

On note 

/iG : Elom{£,£)®Exi^{£,£) — > Exi^{£,£), pn ■ Ext\£ , £) ® Rom{£ , £) — > Ext\£,£) 
les multiplications. 
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7.8.1. Proposition : Les restrictions de fic o, Hom(F, G*) ® (M + A^^) et de hd d 
(M* + A^) ® Hom(F, G*) sont nulles. Compte tenu des inclusions 

Ext\S,S)/{M + N,) ~ A2{cx) C Ext\G*,F) ~ Hom(G*,T), 

Hom(F**,r)/C7r = Ext\G, F*)/Ccx* C Ext\S,S), 

Ext\S,S)/{M, + N) -A2{a*) cExt\F*,G) ^Ext\T,F**), 

Ext\T, G*)/Cp = Ext\F,G*)/Ca* c Ext\S,S), 
Hg est induite par V application canonique 

Hom(F**, G*) ® Hom(G*, T) — > Hom(F**, T)/C7r, 

et par 

Ext2(T,F**) (g)Hom(F**,G'*) — > Ext'^{T,G*)/Cp. 

Demonstration. On va montrer que la restriction de fiQ a Hom(F, G*) ® (M + A^^,) est nulle 
(I'assertion concernant fio est analogue). 

Rappelons que N^: = Ext^(F,£). On a un diagramme commutatif 
Rom{F,G*)®Ext\F,S) 



Rom{F,G*)^Ext\S,S)^ ^ Rom{S , S) ® Ext\S , S) 



}iom{F,G*)0Ext\G*,£)— ^Ext\£,£) 

oh la colonne de gauche est exacte. Ceci montre que la restriction de pc a Hom(F, G*) ® iV^, 
est nulle. II reste done a montrer que la restriction 0' de I'application precedente a 
Hom(F,G'*) ® Ext^(G*,G*) est nulle. Mais on a Hom(F,G*) = Hom(F**, G*), done 0' se fac- 
torise par Ext^(F**, G*), qui est nul. Done 0' = 0. Les autres assertions se demontrent aisement 



en utilisant les result at s de 7.3. □ 



On en deduit que Aut(£^) agit trivialement sur T, mais n'agit pas trivialement sur Ext {£,£) 
si celui-ci est distinct de T, en particulier lorsque X est une surface. 



DEFORMATIONS DES EXTENSIONS LARGES DE FAISCEAUX 



79 



8. VARIETES DE modules D'EXTENSIONS LARGES 



8.1. Construction des varietes de modules 

8.1.1. Hypotheses. Soient X, y, Z des ensembles ouverts de faisceaux coherents sur X, ad- 
mettant des varietes de modules fins M, N, Z respectivement (cf. |2.6|) , les faisceaux de Z etant 
parfaits de codimension 2. Si X est une surface, on suppose qu'il existe un entier positif k tel 
que Z soit I'ouvert de Hilb''(X) des sous-schemas constitues de k points distincts. On note 
F, G, T les faisceaux universels sur MxX, NxXet ZxX respectivement. On note T la 
famille de faisceaux deduite de T verifiant = (T^) pour tout 2; e Z (on pent construire T par 
exemple en utilisant des resolutions localement fibres locales de T). Si X est une surface on a 
T ^ T (g) p\{ijj^) {px designant la projection Z x X ^ X). 

On suppose que tons les faisceaux de X, y sont localement fibres, simples et 2-lisses, et que si 
A, B sont deux fibres de X (resp. 3^) non isomorpfies, alors on a Hom(y4, B) = {0}. 

On suppose aussi que si dim(X) > 2 les faisceaux de Z sont simples, et que pour tout 
(m, n, z) G M X N X Z, les proprietes suivantes sont verifiees : 

(i) On a, si z > 1, 

Ext'(F^,T,) = Exf(G„,T,) = {0} 

(ii) Pour tout noyau E d'un morpfiisme surjectif F^ — > (resp. G„ — > T^), on a D{E) = 
Ext\E,E). 

La condition (fi) est verifiee si H^(Wm ® T^) = {0} (resp. H^{Gn ® T^) = {0}) d'apres la propo- 



sition 5.4.1 



Soient pm, Pn, Pz, P les projections de M x N x Z sur M, N, Z, et de M x N x Z x X sur 
M X N X Z respectivement. Soient 

^ = p,(7^om(pl,(F),4(T))), g = p,(7^om(A(G),pUT))), T = ® G 

qui sont des faisceaux localement fibres, c'est-a-dire des fibres vectoriels sur M x N x Z. Si 
(m, n, e M X N X Z on a 

J^{m,n,z) ^ Hom(F^,T^), g{m,n,z) ^ Hom(G„,T^). 
Soient J^'^^^j ^ gsurj ouverts correspondant morpfiismes surjectifs, et 



8.1.2. Lemme : Soient A, A' des faisceaux de X (resp. y), T, T' des faisceaux de Z et 
TT : A —>■ T, 7t' : A' —>■ T' des morphismes surjectifs. Alors si ker(7r) ~ ker(7r'), on a A = A' , 
T = T' , et il existe un automorphisme g de T tel que g o 71 = tt' . 

Demonstration. Puisque ker(7r) ~ ker(7r'), on a A ^ ker(7r)** ~ ker(7r')** A' , done A = A'. 
Puisque A est simple I'isomorpfiisme induit ker(7r)** ~ ker(7r')** est une fiomotfietie et 
ker(7r) = ker(7r') comme sous-faisceaux de A. On en deduit 

T ~ A/ker(7r) = A'/ker(7r') ~ T' 

et le lemme en decoule immediatement. □ 
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Soit r" C r^"^-' I'ouvert correspondant aux extensions larges. Au dessus de 

(m, n, 2) e M X N X Z, 1° est I'ensemble des (vr, p) e Hom(F^, T^) © Hom(Gn, T^) tels que 

TT et p soient surjectifs et 

- h\¥*^(^G*J = siz>l, 

- Ext2(ker(7r),G:) = Ext2(ker(p), F;,) = {0}, 

- h'{¥m ® G„) = si i < 1, 

Si (vr, p) G „ 2, on note £{n, p) I'extension large correspondante. On a done des suites exactes 

— ^ — ^ ^(tt, p) — ^ ker(7r) — ^ 0, 
^ F;, ^ ^(tt, pY ^ ker(p) 0. 

8.1.3. Proposition : Soient {m,n, z), {m' ,n' , z') G M x N x Z, (7r,p) G ^^(^m,n,z)> 

(7r',p') G ^l^rn' n' z')- ^^^rs on a £{t:,p) ~£^(7r',p') sz seulement si {m,n,z) = {m',n',z') et 

s'il existe X G C*, g G Aut(T2), tels que tt' = g on, Xg o p' = p. 

Demonstration. Soit 6 : S{7T,p) S{tt',p') un isomorphisme. On considere les suites exactes 

— ^ G; — > £{Tr, p) — > ker(7r) — > 0, 
G;, — > S{n',p') ^ ker(7r') ^ 0. 

On a Hom(G;,ker(7r')) = {0}, done ^(G;) C G;,. Comme Hom(G;,G;,) = {0} si n ^ n', 
on a n = n', et la restriction de 6* a G* est une homotlietie de rapport 7 7^ 0. Done 9 induit 
un isomorphisme ker(7r) ~ ker(7r'). D'apres le lemme |8.1.2| on a m = m', z = z', et il existe 
g G Aut(T2) tel que vr' = (7 o vr. On a aussi ker(7r) = ker(vr') (comme sous-faisceaux de F^) et 
I'automorphisme de F^ induit par ^9 est une homotlietie de rapport A 7^ 0. On a done un 
diagramme commutatif 

^ G; ^ ^(vr, p) ^ ker(vr) ^ 

G; ^(vr', p') ker(vr') 

En dualisant on en deduit le carre commutatif 

Gr,^^Sxt\keT{TT),Ox) 
X 

Gn^^Sxt\keT{'K'),Ox) 

On a un diagramme commutatif 

ker(vr) F„ 

9 

ker(vr') F„ T, 
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En dualisant on en deduit le carre commutatif 

9 a 



9 



£xt\ker{TT'), Ox) Sxt\T,, Ox) = 
En regroupant ces deux carres commutatifs on obtient le carre commutatif 



£xt\ker{Tr),Ox 

X 

Sxt\keT{7T'),Ox) 




As 



On a done \g o p' = p. La reciproque est immediate. 



□ 



8.1.4. Construction des varietes de modules. On va construire une "variete de modules" pour 
les extensions precedentes. Traitons d'abord le cas le plus simple, c'est a dire dim(X) > 2. 
Soient 

et M(A', 3^, Z) I'ouvert de U correspondant aux extensions larges. 

On suppose maintenant que X est une surface. Soit Uk I'ouvert de X'' constitue des (xi, . . . , Xk) 
tels que Xi Xj si 1 < i < j < k. Pour I < j < k soient Xj : Uk X la. restriction de la j-ieme 
projection, 

fi-.MxNxUk — ^MxX 
la composee de la projection MxNxX^MxXetde /mxn x Aj, 

gr-MxNxUk — ^NxX 

la composee de la projection MxNxX^NxX et de Jmxn x Soient Fj = /*(F), 
G, = gi{G) et 

W = M"(F*,... ,F*,Gt,... ,G*) 
(cf. ^lOl) . Sur W agit de maniere evidente le groupe des permutations de {1, . . . , k}. Soit 

M{x,y,z) = w/Ek. 

C'est une variete quasiprojective lisse. La projection W ^ x N x Uk passe au quotient et 
definit un morphisme M{X, 3^, Z) ^ M x N x Z. 

Dans tons les cas, d'apres la proposition ^.1.3| et la proposition |2.9.1| les points fermes de 
M.{X,y,Z) s'identifient aux classes d'isomorpliisme d'extensions larges du type £{j[,p). On 
note Larg(A',y, Z) I'ensemble des classes d'isomorpliisme d'extensions larges S{7i,p), qui est 
done aussi I'ensemble des points fermes de M.{X, y, Z). 
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Soit r (resp. s) le rang des fibres de X (resp. y), d = x{^m,'^z), e = x(G„,T^) (pour 
(m, n, G M X N X Z). Si X est une surface on a 

dim(M(A',3^,Z)) = dim(M) + dim(N) + A;(r + s + 1) - 1, 

et si dim(X) > 2 

dim{M{A:, y,Z)) = dim(M) + dim(N) + dim(Z) + ci + e - 2. 



8.2. Familles pures d'extensions larges 

Soit n = dim(X). Soit S une famille de fibres de Laig^X ,y, Z) parametree par une variete 
algebrique S. C'est done un fibre vectoriel sur S x X. Soit 

Pn, Px designant les projections de 5* x N sur 5, N, et de S* x N x X sur X respective- 
ment). Pour tout point ferme {s,n) de S* x N, le morphisme 

{PsxN designant la projection S' x N x X — > S* x N) est un isomorphisme. Par dualite de Serre 
on a un isomorphisme 

H''{X,S:®Gl®ux) ^ Hom(G;,£,)*. 
Par consequent pour tout point ferme s de S* il existe un unique point ferme n de N tel que 
{s,n) G supp(-R"ps'xN*(W)) , et on a dim(Hom(G* , = 1. 



8.2.1. Definition : On dit que 8 est pure si il existe un morphisme 

: S* ^ supp(-R"p5'xN*(W)) tel que ps°4' = ^s, e.t un fibre en droites L sur S tel que 



Dans le cas des fibres instables de rang 2 sur P2 cette definition est equivalente a celle donnee 
dans [^. Supposons que £ soit pure. Alors est une immersion fermee. Soit JF un faisceau 
coherent sur S* x N. Alors on a un isomorphisme canonique 

= Hom(0*(L),.F). 

de dualite relative (cf. ||22|). Soit a : S" — N la seconde composante de 0. Alors, en prenant 
J-' = 0^(^s) dans ce qui precede, on voit qu'on a un isomorphisme 

Ps,{a^{G)®S) ~ L*. 
II en decoule que le morphisme canonique 

: P*sPs*{aK^) a\G*) £ 

est injectif (comme morphisme de faisceaux). En utilisant par exemple le corollaire 5.7 de [^, 
expose IV, on voit que U = coker(6') est une famille plate de faisceaux reguliers. En utilisant 
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les resultats du chapitre ^ on voit que U* est localement libre et que U** /U est une famille de 
faisceaux de Z. On en deduit aisement la 



8.2.2. Proposition : La famille £ est pure si et seulement si £* Vest. 



8.2.3. Proposition : Si £ est pure, il existe un unique morphisme fs:S^ Wl{X, y, Z) tel 
que pour tout point ferme de S, fsis) soit le point de Wl{X,y,Z) correspondant a ['extension 
large £s ■ 



Demonstration. Analogue a la proposition 2.7 de |^^. On utilise la suite exacte 
— > p^sPsMK'^) — >£ — >U — ^ 0. 



□ 



8.2.4. Remarque : Les resultats precedents s'etendent sans peine a des cas un peu plus 
generaux oii M ou N ne sont plus necessairement des varietes de modules fins, mais des struc- 
tures de varietes algebriques sur Af, y respectivement, ayant des proprietes mo ins fortes. Par 
exemple M ou N peuvent etre des ouverts de varietes de modules de fibres stables et 2-lisses. 



8.3. Fibres universels 



On utilise les notations de 8.1.4. En utilisant des resultats de [391 concernant les extensions 



universelles (voir aussi [0], app. Ill, p. 198) on montre qu'il existe un fibre universel defini 
localement sur M.{X ,y , Z) x X (cf. |2l6|) . On n'en donnera la construction que dans le cas oii 
X est une surface, qui est le plus difficile. 



8.3.1. Construction du fibre universel. On reprend les notations de |8.1.1| et ^.1.4| . Soit 

U = P(FD XmxNxX, ■■■ XmxNxX,P(F^), 

et 

TTi-.U ^ P(F*), ttm : ^ M, ttn : f/ ^ N, 

Tix,:U^Xk, pu-.UxX^U, 71 -.U ^MxN X Xk 
les projections. Soit T' le faisceau universel sur X^ x X (on a done T'/S^ = T). Soient 

$ : 7rl{¥) pUTTliO^ird-l)) ® ■ ■ ■ pU<iO^(Fi){-m ^ ^^(^0 

le morphisme surjectif evident de faisceaux sur U x X et J^o = ker($). Ce dernier est une 
famille de faisceaux reguliers sur X parametree par U. Posons 



£xtl(J^o,7rl{G*)), 
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On a des isomorphismes canoniques 

A ~ pu,inom{7rl{G),n*x^{r))), M ~ pc;,(7^om(7r[i(F), 7r«,(G*))). 
Soit E = A (g) B. Si y = {m,n, (xi), {(pi)) e U {xi e X, (pi G P(F;J) on a 

Ey = Hom(G„, © O.J©Hom(F^,G;). 

4 = 1 

II en decoule qu'on a E = 7r*(E'), avec 

E' = p,{nom{pl,{G),pk.{T')))®P*{'Hom{pl,{¥),pl,{G*))) 

iPi Pn, Vki Pm designant les projections de M x N x x X sur M x N x X^, et de 
M X N X Xfc sur N, Xk et M respectivement). Soit V C M x N x un ouvert affine. 
On a alors H^VjK') = {0} pour i > 1. Comme on a R''7i^{Ou) = pour i > 1 il en decoule 
qu'on a aussi W{7t^^{V),K) = {0} pour i >1. D'apres |]39|, lemma 2.4, il existe une extension 
universelle sur P(^)|^-i(y) x X : 

irliTiliG*)) ® 7r;(a(A)(l)) — > ^ ^ 7rf,(J-o) 

(tt^/, TTp designant les projections P(A) — * U, P(A) x X ^ P(A) respectivement). Mais 
P(A)|^-i(y)/Sfc est un ouvert de M.{X,y,Z) (cf. |2.9.2 ) et S /T^k est un fibre universel sur 
(P(A)|,-i(v)/Efc) X X. 



8.3.2. Le cas des varietes de dimension superieure d 2. Supposons que dim(X) > 2. Les 
hypotheses de et les resultats de |7|B| entrainent que les fibres universels locaux obtenus 
sont des families completes. Dans ce cas M(A', 3^, Z) est done une variete de modules fins. On 
obtient ainsi de nouvelles varietes de modules fins de fibres vectoriels non simples (on donne 
dans 1^ des exemples de telles varietes sur P2). 



8.4. Exemples sur P3 

Dans les exemples suivants on utilise deux types de faisceaux reguliers sur P3 : les faisceaux 
d'ideaux de droites ou les faisceaux reguliers construits en p.4.4| comme noyaux de morphismes 
surjectifs E — > Oi{rn) {i etant une droite de P3, m > et un fibre de correlation nuUe). Dans 
ce dernier cas on prendra pour Z la grassmannienne des droites de P3 et pour T le fibre en 
droites universel de degre m. Pour toute droite i de P3 on a done = Oe{m). Rappelons que 
la variete de modules fins constituee des fibres de correlation nuUe est isomorphe a un ouvert 
de P5. 



8.4.1. Fibres de rang 3 

Soit n > 4 un entier. On considere des extensions du type 

— > Bin) — ^8 — ^Xt — > 
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oil £ est une droite de P^, Xt son faisceau d'ideaux et E un fibre de correlation nulle. On 



montre aisement que les proprietes de |6.2| et 8.1.1 sont verifiees. Ici M est reduit a un point 



(correspondant a (9), Z est la grassmannienne des droites de P3 et N est la variete de modules 
des fibres de correlation nulle (c'est-a-dire la variete de modules des fibres stables de rang 2 
et de classes de Chern ci = 0, C2 = 1). Les fibres E sont de rang 3 et de classes de Chern 2n, 
v? + 2, 2n + 2. La variete de modules M{X, y, Z) des extensions larges du type precedent est 
une variete de modules fins. On a dim{M.{X ,y, Z)) = 2n + 14. Les fibres S sont lisses, mais 
on a cependant 

dim(Ext^(^,^)) = 2n + 10. 

Pour obtenir ce resultat, on part de la formule = 4n^ — 3 (obtenue grace a |2.1.4| par 

exemple). On a 

dim(End(£)) = h^{E{n)) + l = + + 4) ^ 

3 

dim(Ext^(^,^)) = dim{M{X, y,Z)) = 2n + 14, 

dim(Ext=^(£,^)) = dim(Hom(^,^(-4))) = h%E{n - A)) = ^(^-2)(^-4) ^ 

3 

d'oii on deduit la dimension de Ext'^{£,S). 



8.4.2. Fibres de rang 4 

Soient m, n des entiers, avec n > Max(m, 4). Soient E un fibre de correlation nulle, £ une droite 
de P3 et TT : ii^ — > Oi{m) un morphisme surjectif. On considere des extensions du type 

— > E'{n) — > £ — > ker(7r) — > 0, 

oil E' est un fibre de correlation nulle. On montre aisement que les proprietes de |6.2| et p.l.l| 
sont verifiees. Ici M est la variete de modules des fibres de correlation nulle, N est isomorphe 
a M et Z est la grassmannienne des droites de P3. Les fibres £ sont de rang 4 et de classes 
de Chern 2n, + 3, 4n — 2m + 2. La variete de modules M(A', y, Z) des extensions larges du 
type precedent est une variete de modules fins. On a dim(M(A', y, Z)) = 2n + 20 . Les fibres 
£ sont lisses, mais on a cependant 

dim(Ext2(^,^)) = 2n-5 

(demonstration analogue a celle de |8.4.1|) . 
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9. Extensions larges sur les surfaces 
On suppose dans ce chapitre que X est une surface. 



9.1. Extensions larges generiques 



On considere comme dans |6.4| des fibres vectoriels F, G, et un faisceau parfait T sur X. Soient 

7r:F — ^T, p:G — >f 

des morphismes surjectifs, F = ker(7r), G = ker(p), de telle sorte que F = F**, G = G**. On 
se place dans le cas oii comme dans n et p definissent une extension large 

(L) G* — £ — F 

associee a a G Ext^(F, G*) et I'extension duale 

(L*) F* £* G 

associee a a* G Ext^(G, F*). D'apres la definition |6.2.2 , F* et G* sont 2-lisses. On utilise les 
notations de ^ 

D'apres la proposition |7.4.5| , compte tenu des isomorpliismes Ext^(G*,F) ~Hom(G*,T), 
Ext^(F, F) ~ H'^{Ox) et de la dualite de Serre, la transposee de crx 

H\ujx) — > Hom(G**, f®ux) 
est simplement la composition avec p. 

Notons aussi que le fait que X est une surface implique que ^2 et ^2 sont surjectives (prop. 
7X1 . 

On etudiera plus particulierement les extensions larges generiques. On emploie ce terme 
lorsque le faisceau de torsion T est une somme directe de faisceaux structuraux de points 
distincts : 

xez 

on Z G X est fini, C^; designant le faisceau structural de {x}. Dans ce cas vr equivaut a une 
suite {iTx)x€Z, avec vr^ G F^, vr^ 7^ 0. On a 



X,x- 



xeZ 



On fixe, pour tout x G un isomorphisme ujx,x — G, ce qui permet d'identifier T et ^^C^, 

xgz 

et p equivaut a une suite {px)x€Z, avec px G G*, px 7^ 0. 
On a des isomorphismes canoniques 

Ext'(G*,F) ~ 0G:*, Ext'(F*,G) ~ 0F;*. 

xez xez 
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D'apres la proposition |2.3.2| , on a un isomorphisme canonique 

Ext^ (T,T) ^ 0^^,,. ^C^ 



et le morphisme trace s'ecrit 

Ext='(T,T) ^H\Ox) ^ H%iJx)* 



xez 



On en deduit les multiplications par a et a* 

xa : Ext\G*, F) = Gl* ^ Ext2(G'*, G*) ~ H^cux)* 



x£Z 



'xJxGZ 



:a* : Ext\F*, G) = F;* ^ Ext2(F*, F*) ~ i/°(cux)* 



z62 



En ce qui concerne les morphismes canoniques Ext^(G'*,F) Ext^ (T,T) 
et Ext^(F*,G) ^ Ext^ (T,T), on a 

Exti(G*, F) = Gr . Ext^(T, T) 

(0x)xgZ I ^ {{4>x, Px))xeZ 

Ext\F*, G) = Fr . Ext^(T, T) 

xez 

ii^x)xez I ^ iii'x, T^x))x&Z 

Rappelons que A designe le morphisme canonique Ext^(£^,£^) ^ ^2(0") © a42(cr*) (cf. |7!6| 
D'apres la proposition |7.6.4| , on a 



A(Exti(^,^)) = ((0,),(V;.))G0Gr X0F 



** . 

X 1 



xez xez 
^x, Px) + (V'x, T^x) = pour tout X e Z 



et'y^{(f)x, Px)s{x) = pour tout s G H^{uJx) f- 
xez ^ 
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Si 1] E Ext^{S,S), on notera s{ri) (resp. s*{ri)) le support de Timage ( de r] dans Ext"'^(G'*, F) 
(resp. Ext^(F*, G)), c'est-a-dire Tensemble des x G Z tels que la composante selon x de ( est 
non nuUe. 



9.1.1. L'action de Hom(£^,£^) sur 'Exi^ {8 , S) . Soient r] G Ext^(£^,£^) et {4'x)x£Z (resp. {il)x)x(^z) 
son image dans ^2(0") (resp. ^2(0"*)). Soit A G Hom(F**, G*), vu comme element de Hom(£^, £). 
Alors on a d'apres la proposition [7.8.1 

\ri G Hom(F**,r)/C7r = (0F;V((7r.)), 

A?7 = (0x o K)x(iZ, 
rjX G Ext2(T, G*)/Cp = ( G: V((p.)), 

Ar? = (A^(V'a;))a;gz, 



9.2. Le PRODUiT Ext^(f X Ext-'^(f^,f^) — >Ext'^{S,S) et l' application tj2(<f) 

On considere 1' application bilineaire canonique 

po : Ext^(^,f) X Ext^(^,f) — > Ext'^{S,S). 

On note /i la composee 

Ext^(^,^) X Exti(^,^) ^^Ext2(^,^) -Ext^(G*,F) = Ext2(G*,F**) 

(le morphisme de droite etant induit par (L)). D'apres la proposition |7.3.2| on a isomorphisme 
canonique 

Ext\S,S) ~ H\Ox)®Ext\G*,F**). 

Soit a G Ext^(^,£). D' apres la proposition |3.3.3| , la deformation double de S definie par a 
s'etend en une deformation triple si et seulement si fiQ{a,(T) = 0. Mais /Xo(cr, a) est toujours 
contenu dans le noyau de la trace. II en decoule que la deformation double de S definie par a 
s'etend en une deformation triple si et seulement si fi{a, a) = 0. 



9.2.1. Proposition : L'application /i s'annule sur [M + N^) x Ext^(£^,£^) et 

Ext"'^(£^, X [M^ + N). L'application bilineaire induite 

Ext\S,S)/{M + N,) xExt\S,S)/{M, + N) — yExt\G*,F**) 
est isomorphe a la restriction a ^2(0") x ^2(0"*) de l'application bilineaire canonique 

Hom(G*,r) X Ext2(r,F**) — ^ Ext^{G* , F**). 
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Demonstration. La proposition |9.2.1| se demontre a I'aide du diagramme commutatif suivant : 

Ext\S,S) X Ext\S,S) — '^Ext\G*,F**) 

Ext^(G'*,^) X Ext\£,F**) ^Ext'^{G*,F**) 

Ext\G*,£) X Ext^(F,F**) 

Ext^(G'*,F) X Ext^(F,F**) ^ Ext^ {G* , F**) 

Hom(G*,r) X Ext^(F,F**) 

Hom(G*, T) X Ext2(T, F**) ^ Ext'^{G*, F**) 

qui decoule de I'associativite des Ext et des resultats du chapitre □ 



Le produit 

Hom(G*,T) X Ext2(T,F**) — > Ext'^{G* , F**) 
s'identifie (a I'aide de la dualite de Serre) a I'application canonique 

Hom(G'*, T) X Hom(F**, T ® oox)* — > Hom(F**, G* ® ux)*. 
Si I'extension large est generique, cette application est la somme directe des applications 

Gl* X (Fr ® u^l) Hom(F** ® uj^\ G*)* 

(7, 0) I ^ {a ^ 7)) 

X parcourant Z. Cette formule generalise theorem (2.8). On en deduit des proprietes du 
module formel de S (cf. ^.4] ) : 



9.2.2. Proposition : On suppose que 

H\F* ®G* ®uJx®Tz) = H\ujx) = {0} 

(Tz designant le faisceau d'ideaux de Z). Soientrj,-!]' G Ext^(£^,£^). Alors on a ^{r],r]') = sz 
et seulement si 

s{r]) n s*{r]') = 0. 
Compte tenu de Visomorphisme Ext^(£,£)* ~ Hom(F** ®u^^,G*), on a 

ker(tU2(^)) = RomiF** ®uJx\G* ®Iz). 
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Pour tout X E Z, soient 71^^, . . . , tt^,^^ une base de F*, avec 7r^._o = tt^, et p^^, . . . , px,s une base 
de G*, avec px,o = Px- Supposons comme dans la proposition |9.2.2| que H^{ljx) = {0}. Alors 



coker(A) C 0(Gr x F;*) 

est defini par les equations pxfi + 7i"x',o = 0. Soient ui, . . . ,un G Ext^(£^, £)* tels que ui, . . . ,un 
et les paj^o, • • • , Px,s, TTa;,!, . . . , vT^^^r, X G Z, coustitueut une base de Ext^(£^, £)*. Alors on deduit 
de ce qui precede le 



9.2.3. Corollaire : On suppose que 

H\F* ®G* ®uJx®Tz) = H\ux) = {0}. 
Soit A le module formel de S. Soit 

R = C [Ui, . . . , Mat, {pxfi, . . . , Px^s, n^^i, . . . , Tlx,r)xez] 

et niR C R I'ideal maximal engendre par les variables. Alors on a 

A/m\ ~ R/J, 

J designant I'ideal engendre par et les px,iT^x,j, ^ + j > 0, p^^Q. 



9.3. Deformations des extensions larges 

On suppose dans cette partie que le groupe de Picard de X est isomorphe a Z, le generateur 
ample h etant identifie a 1. On pent done voir la premiere classe de Chern d'un faisceau 
coherent sur X comme un entier. 

Soient tq, ri, ao, cii, fco, &i des entiers, avec ro > 1, ri > 1. Pour i = 0, 1 soit Mj la variete de 
modules des faisceaux semi-stables de rang et de classes de Chern a,, 6, sur X (on suppose 
que Mj est non vide). On s'interesse a des extensions larges du type 

— > G*{d) — >S — yF — . 

ou G* (resp. F) est semi-stable de rang ro (resp. ri) et de classes de Chern oq, bo (resp. oi, bi). 
On note r, ci, C2 le rang et les classes de Chern de £. On a 

r = ro + ri, Ci = Oq + ai + rod, C2 = d'^ + ((ao + ai)ro - ao)d + aoOi + 6o + 

II existe toujours de telles extensions larges si d ^ 0. Dans la figure suivante est represente le 
polygone de Harder- Narasimhan Pq de S. 
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a„+ai+r„d 



a„+r„d 




Figure 4 - Polygene de Harder- Narasimhan des extensions larges 



9.3.1. Theoreme : Si d ^ les deformations de S sont des extensions larges du mime type. 

Demonstration. Soient E un faisceau coherent sans torsion sur X, de rang r et de classes de 
Chern ci, C2, et 

= EoCEiC---CEn = E 
sa filtration de Harder-Narasimhan. Pour 1 < i < n soient 

ri = rg{Ei/Ei_,), = Ci{Ei/ E^.i), A = C2(^i/^i-i), = A{Ei/ E^.i). 

On a done 



On a 



l + cih + C2h'^ = Y[{l + aih + Pih'^), 

i=l 
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done 



Cl 



i=l 



l<j<j<n 



2 (E "0 ' - 2 E + E + E( 2 - 2^, 

i=l j=l i=l i 

1 " 1 " 2 



a,- 



On en deduit que 



= rQ(f + 2aorf + 2 r^Ai + Oq + - 26o - 26i. 

i=l ^'^ 1=1 

Pour tout i on a Aj > {inegalite de Bogomolov, cf. ||12|, [^). II existe done une eonstante 
C (independante de d et de E) telle que Ton ait 



n 9 



i=l 



On utilise les notations de Si P G V{r, ci) rappelons qu'on note aussi P la fonetion 

[0,r] ^ M assoeiee, et P' sa derivee (definie en dehors des sommets de P). Si P = P{E) 
I'inegalite preeedente s'eerit 



[ P'{xfdx > rod^ + 2aod + C. 
Jo 



On pose 



m(d,ro,ri,ao,ai) 



Pe-P(r 



sup (/ P'ixYdx). 

r,ci),P<Po Jo 



D'apres la proposition 2.10.2 on a 



m((i, ro, ri, Oq, fli) < / Po{x) dx. 

Jo 

On suppose d'abord prouve le resultat suivant : 



9.3.2. Proposition: On a \im (rod^ + 2aod — m(d,ro,ri, uq, ai)) = oo. 



On va en deduire le tlieoreme p.3.1| . II faut montrer que les polygones de Harder-Narasimhan 
des deformations de S sont egaux a Pq. D'apres la proposition |2.5.1j les deformations de £ ont 
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un polygene de Harder-Narasimhan P < Pq. 
que trois sommets. On a vu que 



On pent meme supposer que P < Pq car Pq n'a 



P'{xfdx > ro(f + 2aod + C, 



mais ceci contredit la proposition |9.3.2| . Le theoreme |9.3.1| est done prouve. 

Demontrons maintenant la proposition |9.3.2| . Considerons la figure 4. Soient Qo G OM, 
Qi G MN des points a coordonnees entieres. On suppose que {Qq.Qi) 7^ {0,N), et Qo, Qi 
distincts de M. II existe un nombre fini, independant de d, de tels points. Les points Qo, 
Qi sont entierement determines par leur abscisse Sq, Si respectivement. On note Vd,Qo,Q^ le 
sous-ensemble de P(r, ci) constitue des polygenes P < Pq contenant Qo et Qi- 




Figure 5 - Polygenes de Vd,Qo,Qi 
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Si P G 'Pd,Qo,Qi on a done OQq C P et QiN C P. Soient Vd C P(r, Ci) le sous-ensemble 
constitue des polygones P < Pq et "P^ C Vd le complement de I'union des Vd Qq (avec 
{Qo,Qi)y^{0,N)). 



On demontre la proposition |9.3.2| par recurrence sur r. Le premier cas est r = 2. Dans ce cas 
on a ro = ri = 1, et 

m((i, 1, l,ao,ai) = (rf + ao - 1)^ + (ai + 1)^ = (i^ + 2(ao - l)d + (ao - 1)^ + («! + 1)^- 

Cette valeur est obtenue pour le polygone maximal de Vd, dont le sommet du milieu est 
(1, ao + d — 1). On a done 

roc/^ + 2ao(i — m{d, 1, 1, Oq, cti) = 2(i — (oq — 1)^ — (oi + 1)^, 

d'oii la proposition |9.3.2| dans ce cas. 

On suppose maintenant que la proposition est prouvee si r < P, et que r = R> 2. Soient 
Qo G OM, Qi G MN comme precedemment, et = aoSo/ro- Soient P G Pd,Qo,Qi P la 
restriction de P a [sq, si]. On a 



P'(x)'da; = sorf' + 2a^rf+^ + (ri-si)^+ / P (x)2c/a; 



SI 



Done 

rod'^ + 2aod- / P'ixfdx = (ro - so)d'^ + 2(ao - a'r.)d - / P'ixfdx ^ (ri - si) — . 

io iso *o n 

Soit p > 0. L'hypothese de recurrence appliquee au cas r = si — sq montre que 

(^0 ~ ■So)'^^ + 2(ao ~ '^o)'^ / P {xYdx > p 

J So 

pour d^ 0. On a done 

(1) rod'' + 2aod- f P\xfdx > p - — - (n - si)^ 

Jo ■So n 

pour d ^ 0. 

On considere maintenant les polygones de V'^. La pente de leur dernier cote est superieure a 
ai/ri. II existe meme un nombre rationnel a > ai/ri tel que cette pente soit superieure ou 
egale a a, quel que soit d. Soient M' le point d'abscisse ro de la droite de pente a passant par 
N, et P = MM', qui est independant de d. Alors tout polygone de V'^ est inferieur ou egal au 
polygone Pi suivant : 
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a3+ai+r„d 



a„+r„d 




r„-l 



Figure 6 - Polygene Pi 



Soit P E V'^. D'apres la proposition p.l0.2| on a done 

pr pr 

/ P'ixfdx < / P[{xfdx. 
Jo Jo 



On a 



d'oii 



P[{xfdx = r^od + 2iao-P)d+^{ro-l) + i--Pf + a^n, 



rod' + 2aoc/- / P'ixfdx > 2/3d - ^(ro - 1) - (— - - «Vi 



ee qui, avee I'inegalite (1), demontre la proposition |9.3.2| . 



□ 
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